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原 序 


物理 学 是 理工 科学 生 必 不 可 少 的 基础 课 之 一 ,因为 理工 科 任 
何 专业 的 基础 必然 与 物理 学 有 密切 关系 .理工 科学 生 要 想 在 学 习 
专业 课 之 后 ， 再 自学 物理 学 ， 很 难 获 得 令 人 满意 的 结果 .就 是 
说 ， 必 须 在 大 学 一 、 二 年 级 扎 扎 实 实地 掌握 物理 学 的 基础 知识 . 

这 样 ， 最 重要 的 就 是 同学 们 要 有 积极 的 学 习 热 情 . 同时 ， 需 
要 有 一 本 向 学 生 们 传授 物理 学 知识 、 指 导 学 生 学 习 方法 的 入 门 
书 . 这 套 《 理论 物理 基础 系列 教程 》 正 是 为 了 起 到 以 上 作用 而 纺 
辑 的 ， 这 套 书 的 编辑 方针 与 以 往 教 科 书 有 很 大 差别 . 

力学 和 电磁 学 是 所 有 与 物理 学 有 关 的 重要 学 科 的 基础 、 因 
此 ， 大 部 分 学 校 要 在 低 年 级 学 完 此 课程 . 但 象 流体 力学 则 可 以 作 
为 选修 课 开 设 ， 也 可 以 由 同学 们 自学 . 另外 ， 还 需要 有 大 学 二 年 
学 历 能 够 阅读 的 、 内 容 充 实 的 量子 力学 和 相对 论 等 教材 。 

编者 基于 这 种 观点 ， 选 择 了 物理 学 的 基础 课 . 编写 了 《 理论 
物理 基础 系列 教程 》, 这 套 从 书 共 10 册 . 包括 《 力学》)、《 分 析 力 


学 》《 电磁 学 》( 上 、 下 )、《 量子 力学 》( 上 下 )、《 热力 学 与 统计 力 


学 》、《 弹性 体 与 流体 》、《 相对 论 》 及 《 物理 用 数学 》 等 八 个 科 
目 . 所 有 这 些 科目 不 全 是 (日 本 ) 大 学 一 、 二 级 的 课程 ， 但 各 科 
目 可 以 各 自 独立 学 习 ， 力 争 做 到 大 学 一 年 或 二 年 级 的 学 生 能 够 读 
链 . 国 
在 物理 学 教材 中 ， 人 往往 有 很 多 公式 和 现象 ， 在 期 末 考 试 之 
前 ， 学 生 们 常常 要 死记 硬 背 ， 这 不 但 掌握 不 了 物理 现象 的 本 质 ， 
反而 产生 厌恶 情绪 . 我们 对 这 套 教程 的 读者 所 应 考虑 的 最 重要 问 
题 ， 不 是 死记 公式 和 现象 ， 而 是 学 会 掌握 事物 本 质 的 能 力 . 
物理 学 相信 一 切 事物 都 源 于 少数 基本 事实 ， 而 它们 又 遵循 少 
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数 基 本 定律 , 物 霸 学 求 得 这 些 定 竺 .这 上 毕 明 确 的 基本 事实 和 定律 一 
定 有 助 秆 同学 们 理解 ,在 彻底 理解 的 基础 上 ,同学 们 通过 目 己 亲身 
的 努力 去 摸索 事物 的 本 质 ， 这 就 是 所 谓 的 “物理 学 的 思考 方法 ， 

不 仅 限 于 物理 学 ， 科 学 的 每 个 领域 ， 都 要 探求 事物 的 本 质 ， 
但 由 于 物理 学 发 展 的 比较 早 ， 基 础 部 分 成 熟 ， 可 以 看 做 一 个 典型 
例子 ， 因此， 掌握 “物理 学 的 思考 方法 ”的 能 力 ， 不 仅 对 于 将 来 
钴 研 物理 学 的 同学 们 ， 而 且 对 于 研究 其 它 领域 的 同学 都 应 该 说 是 
大 有 好 处 的 . 

在 日 常生 渚 中， 我 们 经 常 无 意识 地 使 用 象 时 间 、 空 间 、 力 、 
压强 、 热 量 、 温 度 、 光 等 这 样 的 物理 学 基本 概念 ， 物 理学 对 这 些 
日 常 使 用 的 概念 又 重新 给 予 了 严格 的 定义 ， 并 与 基本 规律 联系 起 
来 ， 物 理学 这 样 繁杂 正 是 同学 们 厌烦 的 原因 之 一 . 但 是 ， 如 果 想 
根 局 基本 事实 和 规律 探索 事物 的 本 质 ， 即 使 是 日 常 感知 的 事物 . 
也 有 必要 详细 和 弄 清 其 实验 的 根据 ， 重 新 明确 与 基本 规律 的 关系 ， 
何况 还 涉及 到 超过 我 们 日 常 体验 的 领域 . 例如， 处 理 原子 内 部 问 
题 时 ， 甚 至 有 必要 提出 似乎 与 常识 和 直观 相 矛 盾 的 新 概念 . 因为 
物理 学 根据 实验 和 观测 不 断 扩 大 我 们 的 经 验 世 界 ， 所 以 与 其 这 
样 ， 倒 不 如 改变 常识 和 直观 更 有 必要 . 

正如 这 样 ， 用 “物理 学 的 思考 方法 ” 考虑 事物 ， 决 不 是 很 容 
易 的 事情 . 但是， 如 有 果 采 用 正确 的 方法 ， 是 有 可 能 掌握 的 . 本 教 
” 程 的 撰 稳 者 们 力求 做 到 精 选 内 容 ， 所 选 的 素材 力争 讲述 通俗 易 
慌 ， 便 于 掌握 . 希望 谈 者 们 和 作者 一 起 探求 事物 的 本 质 . 这样 一 
来 ， 目 然 南 涂 地 就 能 够 学 会 “物理 学 的 思考 方法 ” .各 卷 篇 幅 都 不 
大 ， 不 需要 其 它 参 考 书 就 能 读 懂 ， 但 决 不 是 简单 的 物理 学 摘要 。 
希望 读者 认真 阅读 . 

如 上 所 述 ， 因 为 各 科目 基本 上 可 以 独立 阅读 ， 所 以 根据 需 
妥 ， 从 哪个 科目 开始 疯 读 都 可 以 . 但 是 ， 作 为 基本 联系 ， 可 用 图 
解 隐 形式 表示 各 科 的 相互 关系 . 
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从 图 的 前 面向 里 延 促 的 宽 路 ， 表 示 传 统 的 路 线 ， 罕 路 则 表示 
做 为 祖 关 联 的 学 科 ， 可 以 共同 阅读 .例如 《弹性 体 与 流体 》 是 集 
中 了 现代 风格 的 弹性 力学 和 流体 力学 的 ， 但 与 《电磁 学 》 中 的 场 
的 概念 相关 联 . 而 作为 场 的 经 典 理论 ， 又 可 以 与 《 相对 论 》 加 以 
对 比 ， 这 一 卷 的 波动 部 分 ， 对 于 《 基地 旋 学 》 的 理解 也 有 帮助 . 
另外 ， 每 卷 都 广泛 涉及 到 数学 ， 为 不 及 离 物 型 学 本身 ， 同 时 阅读 
《 物理 用 数学 》 是 大 有 益处 的 . 在 整理 这 套 《 理论 物理 基础 系列 
教程 》 之 际 ， 编 者 阅读 了 全 卷 的 原稿 ， 并 向 执笔 者 提出 了 各 种 要 
求 ， 再 三 改 稿 . 另外 ， 不 断 采 用 了 执笔 者 们 的 相互 意见 和 兰 波 书 
店 编辑 部 所 提出 的 见解 . 今后 在 听取 读者 意见 的 同时 ， 将 进一步 
加 以 修正 . 

编者 “ 户 田 盛 和 
中 丹 真 雄 
1982 和 人 年 8 月 
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译 者 序 


这 套 《 理论 物理 基础 系列 教程 》 是 根据 日 本 岩 波 书店 1982 一 
1984 年 出 版 的 《 物理 入 门 2 一 地 六 物理 学 入 门 教程 ) 翻译 而 成 ， 
藉 教 程 的 主编 者 是 户 田 盛 和 与 中 网 员 雄 . 本 书 在 日 本 颇 受 欢迎 ， 
在 全 套 书 出 齐 之 前 ， 先 出 的 几 本 已 经 重印 了 三 四 次 .中 译本 想 据 
我 国 习惯 ， 和 定名 为 《理论 物理 基础 系列 教程 》. 

这 套 《 系列 教程 》 共 十 本 ， 计 有 《 力学 》、《 分 析 力学 》《 电 
蔽 学 兴 上 下 )《 量子 力学 兴 上 下 )、《 热力 学 与 统计 力学 》《 弹 性 
体 与 流体 》《 相对 论 》 和 《 物理 用 数学 》. 各 册 篇 幅 不 大 ， 自 成 体 
系 ， 而 十 本 合 起 来 又 构成 一 个 完整 的 整体 . 本 书 的 起 点 相当 低 ， 
有 我 国土 科 一 年 物理 课 基 础 的 读者 即 可 学 习 . 但 其 达到 的 深度 并 
不 低 ， 大 体 上 只 路 低 于 我 国 综合 性 大 学 的 理论 物理 各 课 的 大 纲要 
求 ， 而 在 广度 上 则 广 于 后 者 ， 并 含有 较 多 新 鲜 内 容 . 

本 书 富有 日 本 教材 所 独 有 的 风格 和 特点 ， 选 材 精炼 ， 讲解 简 
练 而 明快 又 不 失 科 学 性 ， 系 统 经 过 精心 安排 ， 组 织 周密 ， 突 出 重 
点 ， 深入 浅 出 .在 引导 读者 逐步 掌握 正确 概念 方面 有 其 独到 之 
处 ， 书 中 不 乏 精 辟 鬼 论述 各 精采 简捷 的 推导 与 证 明 ， 在 不 知 不 觉 
之 中 把 读者 带 到 较 难 深 的 境界 . 本 书 是 我 国 高 等 学 校 理论 物理 较 
好 的 教学 参考 书 ， 师 范 院 校 和 成 人 教育 院 校 可 以 直接 采用 作为 课 
本 . 本 书 也 是 中 学 教师 进修 、 工 程 技 术 人 员 知 识 更 新 和 知识 青年 
目 学 的 理想 读物 . 

本 书 的 翻 译 工 作 由 喀 兴 休 、 王 锡 红 、 梁 绍 荣 和 任 菠 四 人 组 碟 
土 作 小 组 负 资 ， 他 们 担任 组 织 详 校 、 驳 系 出 版 、 保 证 译文 质量 利 
其 它 各 项 审 务 上 作 ， 本 书 的 译 控 人员 以 北京 师范 大 学 和 东北 师范 
太 学 的 人 员 为 主 ， 他 们 大 和 多数 部 其 有 * 和 入 及 多 全 的 昌文 经 
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历 ， 翻 译 工 作 以 趾 于 原作 为 原则 ， 

由 于 我 们 学 识 有 限 ， 加 之 译 校 人 员 众多 ， 译 文中 容 或 有 不 
当 之 处 或 彼此 不 其 统一 之 处 ， 敬 请 各 界 读者 指正 ， 以 便 再 版 时 修 
改 。 


喀 兴 林 
1988 年 6 月 
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经 典 力 学 的 基础 方程 是 质点 的 牛顿 运动 方程 Fma ， 对 于 
行星 的 运动 和 抛物 体 那样 的 场合 ， 它 可 以 原封 不 动 地 使 用 . 但 欲 
将 其 应 用 于 更 一 般 的 力学 体系 时 ， 不 下 一 恤 功 夫 就 不 能 最 终 解决 
问题 因此， 本 教程 中 确定 了 在 第 一 卷 《 力学 》 中 叙述 的 应 用 于 
“刚体 ”的 方法 和 第 八 卷 《 弹性 体 与 流体 》 中 对 “流体 ”的 处 理 
方法 . 与 此 相对 ， 在 本 书 中 所 处 理 的 分 析 力 学 ， 不 是 象 刚体 力学 
或 流体 力学 那样 按照 处 理 对 象 的 性 质 来 分 类 的 . 其 对 象 是 一 般 性 
的 ,方法 是 “分 析 的 ”考察 的 , 重点 放 在 怎样 数学 化 地 描述 系统 的 
运动 以 及 如 何 便于 计算 上 . | 
“为 了 描述 运动 ， 需 要 作为 时 间 函 数 而 变化 的 “坐标 ”. 分 析 力 
学 的 最 重要 之 处 就 是 离开 正 交 直线 坐标 ( 箭 卡 尔 坐 标 ) 而 自由 地 
选 定 尽量 方便 的 变数 .这 就 是 拉 格 朗 日 的 广义 坐标 。 在 这 样 选 择 
变数 时 ， 运 动 方程 将 变 成 怎样 的 形式 ? 由 于 坐标 的 选取 方法 不 
闻 ， 方 程 的 形式 不 同 ， 每 个 问题 一 个 个 地 考虑 、 推 导 ， 将 是 非常 
麻烦 的 .能 将 这 样 费 功 夫 的 工作 一 次 完成 ， 提 供 万 能 的 、 一 般 的 处 
理 方法 的 是 拉 格 朗 日 方程 ， 拉 格 朗 日 方程 的 优越 之 处 在 于 只 要 选 
择 适 当 举 标的 话 ， 在 此 之 后 就 能 够 完全 “机 械 式 的 ”进行 计算 . 
在 物理 学 当中 最 为 困难 的 事情 之 一 是 在 将 自然 现象 数学 形式 化 
时 ， 应 当选 择 什么 样 的 表示 方法 才 好 。 拉 格 朗 日 的 方法 对 力学 轻 
易 地 则 过 了 这 个 难关 ， 这 才 是 利用 数学 的 手段 而 “节约 了 思考 ” 
的 典型 的 例子 ， 它 受到 厄 恩 斯 特 ， 马 雷 的 称赞 也 是 自然 的 : 

然而 ， 尽 管 说 不 管 怎么 机 械 式 地 使 用 都 可 以 ， 但 是 象 精确 度 
极 高 的 计算 机 那样 ， 完 全 不 懂 道 理 地 使 用 的 话 就 会 感到 困难 ， 发 


1 


千 意 想不到 的 错误 。 本 书 第 一 章 的 主要 目的 是 说 明 如 何 由 生 虹 序 
程 导出 拉 格 朗 昌 方程 ， 在 牢固 地 理解 这 一 点 之 后 ， 第 二 章 涉 及 拉 
烙 时 日 方程 的 实例 ， 需 要 熟悉 它们 ， 达 到 自己 能 自由 地 使 用 的 地 
步 . 

与 这 样 将 实用 置 于 重点 的 拉 格 朗 日 力学 相 比 ， 在 第 三 章 和 第 
四 章 中 展开 的 各 种 理论 ， 终 宁 说 是 形式 上 的 议论 ， 从 解决 力学 问 
题 的 观点 看 ， 非 常 缺乏 实用 性 .说 不 定 对 天 文学 的 精密 计算 有 用 
处 ， 除 去 那样 一 部 分 专门 的 场合 ， 可 以 说 几乎 没有 什么 实际 的 效 
益 。 但是， 重新 估价 力学 这 个 学 : 科 体 系 的 逻辑 框架 ， 在 构成 经 典 
力学， 统计 力学 和 量子 力学 间 的 桥梁 方面 ， 这 样 的 考虑 方法 在 亡 

史上 起 过 被 重要 的 作用 .在 这 个 意义 上 ， 对 于 今后 希望 稍稍 专门 
地 学 习 物 理学 的 人 来 说 ， 是 必须 同时 通过 的 关口 . 

在 最 后 第 五 章 ， 讨 论 再 度 回 到 具体 的 问题 ， 采 用 的 方法 也 是 
第 一 章 和 第 二 章 中 所 展开 的 拉 格 朗 日 方程 .读者 即使 略 去 第 三 章 
和 第 四 章 ， 从 第 二 章 进 到 第 五 章 ， 也 完全 能 够 理解 。 在 送 动 当中 
具有 非常 重要 的 微 振动 一 般 性 理论 在 各 个 方面 也 有 广泛 的 应 用 ， 
所 以 ， 有 志 于 工科 和 化 学 的 读者 ， 也 希望 务必 以 第 五 章 为 主 进 
行 学 习 ， | 

当 本 书 动笔 时 ， 就 打算 沿 六 着 这 个 教程 的 宗 则 ， 使 说 明 尽量 中 
暴 易 懂 , 尽 可 能 用 具体 例子 . 但 是 ,无 奈 拉 格 朗 日 和 网 拉 建 立 分 析 
力学 的 目的 是 对 于 具体 东西 省 去 种 种 物理 的 (Physical) 思 考 的 劳 
累 ， 使 讨论 更 加 畅快 而 数学 化 。 所以， 怎么 也 无 法 在 内 容 上 避免 
有 许多 形式 的 、 数 学 的 东西 。 考虑 到 读者 要 不 停留 在 《 力学》 而- 
进展 到 《 分 析 力 学 》, 具 有 习惯 这 种 分 析 方 法 的 愿望 ， 所 以 车 能 够 
允许 到 目前 这 种 程度 的 话 ， 那 将 是 十 分 荣幸 的 。 马赫 的 “使 用 数 
学 是 为 了 思考 的 节约 ”的 考虑 方法 ， 对 于 学 文科 的 人 来 说 说 不 定 
是 不 合 情 理 的 ， 然 而 这 确实 是 正确 的 . 此外， 充分 抽象 和 能 见 到 
数学 形式 的 表现 ， 如 果 能 习惯 的 话 ， 也 将 带 有 1 如 其 分 的 具体 
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性 对 于 不 习惯 的 人 来 说 ， 就 连 地 图 也 是 抽象 的 ， 即 使 看 了 也 似 
平 不 明 昌 是 什么 . 

有 些 地 方 插入 的 小 故事 是 从 科学 史上 摘 下 来 的 。 知道 在 建立 
合理 主义 的 结晶 那样 的 物理 学 之 时 ， 西 欧 的 人 们 与 “ 神 ” 是 怎样 
决 占 的 ， 那 也 是 很 有 意思 的 . 

课 对 详细 阅读 本 书 原 入 ， 给 予 许多 有 益 指 教 的 本 教程 编 首 户 
田 辟 和 、 中 蝙 员 雄 两 位 先生 表示 深切 的 感谢 . 

小 出 昭 一 邹 
1982 年 6 月 
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第 一 章 ”广义 坐标 和 拉 格 天 日 方程 


为 了 描述 力学 体系 的 运动 ， 往 往 使 用 其 它 变数 较 之 于 正 交 走 
线 坐 标 ( 入 卡 儿 坐 标 ) 更 为 方便 . 在 这 祥 的 场合 ， 拉 格调 日 方程 
是 非常 有 用 的 . 这 是 由 于 可 以 不 必 为 矢量 化 为 分 量 形式 的 方法 去 
费 脑筋 ， 就 可 机 械 地 列 出 方程 . 本章 的 目的 就 在 于 弄 清 楚 ， 怎 样 
由 牛顿 运动 方程 导出 这 种 便利 而 且 实 用 的 处 理 方法 . 


31-1 平面 极 坐 标 


让 我 们 从 最 简单 的 、 单 个 质点 的 平面 运动 开始 讨论 。 表 示 质 
瓜 位 置 的 最 普通 的 是 使 用 正 交 直 线 坐 标 ( 也 时 笛 卡 儿 坐标 ) 的 方 
法 如果 是 平面 的 情形 ， 能 确定 x 轴 和 3? 轴 的 话 就 可 以 了 .这 样 一 
来 ， 设 质量 为 mm， 力 的 x、? 分 量 分 别 为 F。、Fy 时 ， 和 牛顿 运动 方 


程 为 
好 
mz =F,, m=P, / (1.1) 
如 果 力 是 具有 势能 0 ( x，y ) 的 保守 力 ， 风 可 表示 为 
dx 9U dy_ aU 
di? dx? dl ay (1.2) 


在 熟知 的 抛物 运动 的 场合 ， 除 非特 殊 情 况 ， 将 坐标 钠 取 在 水 
平方 向 和 铅 直 方向 是 方便 的 ， 若 取水 平方 向 为 x 轴 ， 铅 直 向 上 方 
向 为 y 轴 时 ， 可 以 表示 为 U 二 mgy， 因为 不 包含 *， 所 以 下 = 0; 
上 / 

dx_ 
di: 


直接 能 够 得 到 mv。 二 昼 量 . 


dv 


Pt 一 -一 
了 一 


名 华 合 月 动 恒 P 的 话 ， 根据 pb 二 0, 就 能 够 得 到 ps 二 性 量 ， 


在 力 为 有 心力 的 情况 ， 势 能 仅 为 原点 ( 取 力 心 为 原点 ) 与 质 
点 的 上 距离 
7 一 人 /X2 十 3 (1.3) 
的 函数 U(r ) 与 表示 连接 原点 与 质点 的 线段 ( 称 为 矢 径 ) 的 方 
向 的 角度 4 无 关 ，。 这 时 的 力 为 


aU dUar dUx __dU 
P= dx drax drr dr cose 


F,=— SU — dU or _ dUy_ dU,ing 


Oy dr dy dr 7Y dr 
一 般 情况 下 ， FF 也 好 ， FF, 也 好 ， 都 三 在 ( 图 1-1)， 但 是 ， 
将 力 严 分 解 为 矢 径 方向 和 与 矢 径 垂直 方向 上 的 分 量 时 ， 


FF = Facosb 十 Fising 一 一 5 (1.4) 


Fo=—F,.sintF,cos0= 0 
得 到 上 。 二 0 ， 那么， 如 同 由 五 .= 0 立刻 可 导出 了 .二 恒 量 一 习 
由 ae 三 0 能 够 导出 什么 结果 来 呢 ? 在 后 面 的 $S1-2 将 讲 到 ， 加 速 
度 a 的 分 量 为 
a, 一 ?一 702，0 一 270 二 rt 
所 以 根据 fo = 二 mae = 二 0 有 
人 (720) 一 27 人 十 r2t 一 7 (270+4+76)=0 


即 能 导出 ( 图 1-2 ) : 

.ri6=rv, 一 恒 量 (1.5) 

这 表示 面积 速记 (YYrve/2 ) 恒定 原理 ， 已 如 第 一 卷 《力学 》 的 
4- 3 节 所 述 ， 这 样 一 来 ， 关 上 0 分量 运动 方程 的 积分 一 次 就 能 完 
成 ， 使 用 这 个 (1.5 7) 的 关系 ， 可 由 矢 径 分 量 的 运动 方程 ma, = 一下， 
中 消去 &， 得 到 仅 含 r 和 上 的 微分 方程 ， 


和 


时 


图 1-1 力 为 斥 力 的 场合 图 1-2 


为 了 由 运动 方程 来 类 是 运动 ， 需 要 进行 积分 ， 一 般 说 来 ， 这 
不 是 件 容易 的 事情 .其 原因 在 于 ， 多 个 变数 《 x 和 y 或 者 + 与 9 等 ) 
相互 依存 的 情况 很 多 。 如 有 果 人 能够 尽 可 能 地 将 它们 分 离开 ， 而 日 能 
将 方程 中 尽 可 能 多 的 部 分 表示 为 4 (… ) /di= 0 的 形式 ， 那 么 就 
可 以 直接 积分 .为 此 ， 踊 使 在 第 卡 儿 誉 标 下 ， 也 有 必要 注意 坐标 
轴 的 选取 ， 如 果 是 有 心力 的 话 ， 采 用 极 坐 标 更 为 合适 ， 

进而 言 之 ， 在 运动 当中 ， 多 数 是 湛 如 沿 着 某 个 平面 ， 或 者 在 
球面 上 那样 地 附加 有 约束 条 件 。 关 于 这 一 点 将 在 第 二 章 中 详细 论 
及 . 基于 上 述 理 由 ， 作 为 今后 使 用 销 卡 儿 坐 标 以 外 的 坐标 的 准 
备 ， 在 此 首先 稍微 仔 细 地 对 平面 极 坐 标 做 些 考察 ， 

在 二 维 的 情况 下 ， 笛 卡 儿 光标 与 普通 的 方 格 学 标 纸 相对 应 、 
“y= 二 常数 ”表示 与 x 轴 平 行 的 直线 ， 每 次 少许 改变 这 个 常数 ( 例 
如 说 每 次 1mm)， 一 次 次 地 引 直线 的 话 ， 就 能 得 到 间隔 为 :mm 的 
平行 直线 族 ， 辣 样 , “x 二 常数 ”构成 与 y 轴 平行 的 直线 族 . 这 样 形 
式 的 方 格 坐 标 纸 ， 为 了 指定 位 置 ， 如 果 精 度 到 mm 为 止 ， 则 内 要 
说 出 在 哪 条 横 线 和 哪 条 纵 线 的 交点 就 可 以 了 . 京都 和 守则 的 城市 
规 刘 就 是 建立 在 这 样 的 考虑 方法 之 上 ， 通 过 东西 和 南北 的 街道 名 
称 ， 就 能 够 指定 位 置 . 京都 市 的 四 条 河原 町 就 是 四 条 大 街 与 河原 
本 大街 的 交叉 点 ， 是 京都 第 一 的 繁华 区 . 

.与 此 相对 应 ， 东 京 的 城市 规划 则 是 极 不 完善 ， 呈 现 出 平面 极 


。 3 ， 


从 标的 状况 ， 主 要 的 街道 是 以 皇居 为 中 心 ， 由 内 侧 的 名 为 环 状 


[号 、2 号 …… 的 同心 圆 形式 的 道路 姓 与 
名 为 辐射 1! 区 、2 号 … 的 由 中 心 向 郊外 


星 辐射 状 的 道路 所 构成 。 与 此 相对 应 的 
“ 坐 祭 纸 ”就 成 为 图 1-3 那 样 。 使 "一 
常数 ”的 常数 每 次 稍稍 改变 ， 即 可 画 出 
同心 圆 ， 而 辐射 状 的 半 直 线 则 与 各 种 值 


的 = 常数 "相对 应 . 

”这 种 场合 ,“9= 常 数 ” 为 ( 半 ) 直 

线 ，“7 一 带 数 ”是 圆 ， 是 弯曲 的 . 然 1-3 

而 ， 这 些 直 线 族 与 曲线 族 相 互 完全 正 交 ， 因此， 平面 极 坐 标 是 正 
交 曲 线 坐 标 中 的 一 种 . 


”在 使 用 平面 极 坐 标 r、0 时 ， 将 天 量 分 解 在 辐射 线 方 向 (7? 方 
向 ) 与 同心 圆 方向 (4 方向 ) 上 是 很 方便 的 ,将 位 移 元 gr， 也 如 
此 分 解 时 ， 就 有 : y : 

(dr ),=dr, (dr ) 一 rd0 (1.6) 

与 r 其 有 长 度 的 量 岗 相对 ，! 是 角 
度 〈 弧 度 )， 为 无 名 数 , 故 dr 与 40 不 同 
格 ， 一 方 仅 为 dr 而 万 一 方 则 为 rd0， 
二 省 有 区 别 ， 

微分 面积 (面积 元 ) 也 取 图 1-3 
的 “坐标 纸 ” 那 样 的 小 块 . 设 沿 和 辐 
射线 取 dqr， 党 同心 圆 取 rdl 时 ， 由 于 
它们 很 小 ， 故 可 将 其 视 为 宠 形 的 两 边 。 | ,Ed 
而 有 : 


基 
微分 面积 二 rdrd0 (1.7 ) 图 1-4 微分 位 移 dr 与 微分 面积 
切记 ， 在 平面 极 坐 标 当 中 ， 与 笛 卡 儿 坐 标 时 的 dgxdy 相对 应 


ap 


。 4 。 


由 《x，y ) 变换 为 (7r，9 ) 的 x 二 rcos96，y 二 rsSin9 时 的 雅 可 比 行 
列 式 为 9 ( x，y ) /9 (7，8 ) 二 r 这 一 结果 ). 
在 将 任意 的 天 量 V 分 解 到 ?方向 与 0 方向 上 时 ， 由 图 1-5 马上 
可 看 出 ， 它 与 Y-、Yy 的 关系 为 
V.,=V,.costtV,sing 
Yo 一 一 Y .sin0 十 Vycosb (1.8) 
反 过 来 ， 可 给 出 ; 
V ,=V,cos0—V,sing : 
V,=V,sinG-+Vocosd (1.9) 
这 些 是 本 章 今后 往往 要 用 到 的 关系 式 . : 


图 1~5 矢量 Y 的 分 解 


$1-2 平面 极 坐 标 下 的 运动 方程 


以 上 述 内 容 为 准备 知识 ， 并 从 复习 的 角度 出 发 ， 我 们 来 回顾 
一 下 在 平面 极 坐标 下 处 理 运 动 的 方法 . 因为 基本 的 出 发 点 是 牛顿 
的 运动 方程 ma= 上 ， 故 有 必要 将 加 速度 用 r 和 0 -一 部 古 时 间 | 
的 函数 一 一 来 表示 . 

六 先 ， 从 速度 


来 考虑 
将 位 移 记 dr 如 问 (1.6 ) 那样 分 解 ， 因 为 用 标量 1/dt 乘 上 它 
或 是 0, 和 vo， 区 喜 接 看 出 ， 


_dr rd 、 
0 一 (1.10) 

采用 牛顿 流派 的 简略 记号 写 出 来 ， 就 变 为 
UV, 二 个 ， vs, =7r0 (1.10’) 


把 它 骨 稍微“ 完全 如 实地 ”做 出 来 ， 则 有 如 下 的 情况 . 
将 x 二 ?rc0os0，y = 二 rsing 对 t 微 分 ， 由 于 ?7 和 8 均 为 上 的 图 数 ， 
帮 : 


宁 -- 一 人 cosg 十 r9 cos6 
_dr do d 
0 “COs0 
= s+ ys 了 有 COS 
dr . 
0 _ 
= yOs tr (- sing) 
t=Fc0s0 rsing (1.11a) 
同样 有 
zy 一 7sinbg 十 rbcosb (1.11b) 


将 它们 当天 景 的 变换 式 (1.9 ) 比较 ， 由 于 z 二 2,,， y=v,， 故 
搁 可 看 出 (1.10' ). 
对 十 加 速度 ， 除 了 老 老实 实地 计算 ， 别 无 他 法 . 将 (1.11a， 
6 ) 表 -次 对 t 微 分 得 (计算 请 读者 自己 进行 ): 
=(F 7 0? )cosb - (270+70)sing 


#=(F r0O? )sin0 + (2704+r0)cosd (1.12) 
有 内 为 #2 二 a,、 玫 一 qy， 通 过 与 (1 .9) 式 比较 得 ， : 
a = r0?., a -信人 十 了 人 (1.13) 


忆 而 必须 证 晤 之 碟 是 ， 将 (10) 虚 者 (1 .101 ) 对! 微分 之 后 并 
6 


非 就 是 4， : Qe, 


其 理由 在 于 :由 于 9 为 的 泡 数 ， 所 襄 7 方 向 或 者 0 方 河 并 非 空 
间 圈 定 的 方向 ， 调 是 随 着 运动 而 变化 的 .这 就 是 随 着 采用 则 线 坐 
标 而 带 来 的 困难 之 一 . 能 够 巧妙 地 吉 开 这 个 麻烦 的 是 拉 桥 朗 日 方 
法 .为 此 ， 我 们 要 求 读者 目前 暂时 先 忍 耐 一 下 . 
那么 ， 将 牛顿 运动 方 位 We 一人 分 解 为 分 量 和 6 分 量 号 出 来 
的 话 ， 就 有 : : 
m(#—r0°)=F,, m(270+78)=F, Lt) 
下 面 的 问题 就 是 针对 了,，F, 的 形式 ， 在 解 方程 的 方法 上 下 
功夫 了 .在 有 心力 的 场合 ， 由 于 F, =FGCr)，Fo = 0， 向 (1.14) 
的 第 二 式 恋 为 
m(270+78)=0 


(mr)=0 《1.15a ) 

由 此 
mr20 一 但 量 (1.15b) 

也 就 是 得 出 (1.5) 式 的 mros 二 恒 量 z 
关于 引入 F(r) 的 具体 形式 一 一 例如 万 有 引力 一 时 的 求解 


方法 ， 已 经 在 《 力学 》 中 叙述 过 ， 此 处 不 再 重复 ， 


31-3 平面 极 坐标 下 的 广义 力 


”用 第 卡 儿 举 标 来 处 理 质 点 的 平面 运动 ， 这 将 意味 着 什么 呢 ? 
若 将 动量 p 定 义 为 p,==mz， py 二 my 的 话 ， 运动 方程 议 能 写 
为 


9 rz) py =F, (1.16) 
左边 与 ma-，may 相同 ， 牛 顿 力学 的 出 发 点 是 (1.16) 的 形 式 . 正 
如 同 在 碰撞 时 的 守恒 定律 等 所 显示 出 来 的 屠 样 ， 动 量 较 之 于 速度 
耐 言 ， 是 一 个 更 基本 的 量 ,(1.16) 式 较 之 于 ma=F 玉 具有 更 一 般 
的 ,广泛 的 表现 性 . 


可 是 ， 这 个 ps 和 ,是 可 由 动能 T 一 m(z? 十 9*) 导 出 的 量 : 


pz 一 上 


aT aT 
p, di’ Py = 3 (1.17a) 
因此 可 知 ，(1.16) 式 也 可 写 为 
d /aT d /aT\ 
A 外 (37 )=PF? (1.17b) 


在 用 (r，90) 来 代替 (x，y) 时 ， 让 我 们 来 看 看 与 此 相对 ， 和 
(1.17b) 相 同 的 式 子 是 否 成 立 ? 
由 于 用 (1.10' )， 动 能 可 写 为 


T= m(?? +7?0°) (1.18) 
故 与 (1.174) 相 对 应 的 量 有 两 个 : 
三 一 二 N77， =mr? 0 (1.19) 


一 3) 一 FE, 十 mrgbs (1.20&) 

d/dT 

(30 ) -=-rF， (1.20b) 
在 (1.20a) 中 ， 除 了 下 .之 外 ， 尚 出 现 mr 刀 的 表 观 力 (离心 

力 )，(1.20b) 的 右边 不 是 而 变 成 了 rF。， 出 于 角度 9 不 具有 长 

度 的 量 纲 ， 败 妈 亦 不 具有 速度 的 量 网 ， 从 而 (1 .20b) 的 左边 不 具有 

力 的 量 岗 . 因此 ， 右 边 如 果 是 FF 的话， 那 就 不 合适 了 . 在 产生 


* 8 。 


位 移 元 Gr 时 ， 将 力 了 所 做 的 功 
F .dr 一 上 .dx 十 Fydy 
进行 改写 时 ， 也 会 发 生 同 样 的 情况 ， 
根据 标量 积 的 定义 ; 
F.dr=F, (dr), +F,(dr), 
由 (1.6)， 它 可 表 为 
F.dr=F .dr+F,rdo 


号 出 微分 的 功 

F.dr=Q,dr+Q,d0 (1.21) 
Q,，Qs 分 别称 为 对 应 于 坐标 r"，9 的 广义 力 . 根据 上 式 有 : 

Q, =F,, Q, =rF, (1.22) 


由 此 可 知 ，(1.20b) 右 边 出 现 的 当然 是 这 个 Q。， 这 样 ，(1 .20b)》 
恋 为 四 


人 = 


(1.20a) 当 中 还 保留 有 多 余 的 m79: 项 ， 并 不 只 是 单纯 的 Q, 、 从 下 
节 的 一 般 形 式 下 的 讨论 中 可 知 ， 这 一 项 是 由 于 T 当 中 除了 #，6 之 


外 ， 尚 含有 7?， 由 5 一 mr9* 而 得 出 来 的 ， 由 于 T 当 中 不 包含 9， 


故 97T/99 二 0， 在 Q6 当 中 不 带 有 和 多余 的 项 . 由 上 述 情 况 可 知 , 
对 r 和 9 的 运动 方程 可 表示 为 


d/oaT\ 9T 

起 于 久 Fr | (1.238) 
d/aT aT _ 

fy) = : (1.23b) 


为 了 形式 上 的 整齐 ， 在 (1.23b ) 的 左边 加 上 第 二 项 ， 在 现在 的 
场合 ， 该 项 为 零 . 

上 面 将 平面 极 坐标 下 的 运动 方程 变形 而 得 到 (1.23a 7 ,下 
一 节 将 考虑 一 般 化 的 情形 . 


$1-4 广义 求 标 和 广 广 力 
在 笛 卡 儿 坐 标 下 ， 描 述 由 NN 个 质点 均 成 的 质点 组 时 ， 采 用 了 


| 从 标 ( 位 置 ); XI BN V2 NN YN TN 
速 庶 分 景 ; T1121 2 yy ,2 
| 半分 蝇 PizsPiys Py: ,Por Py 力 2 ，"""Pnzr, 


Pny Py: 
动能 可 表 为 
了 . 
dt 


fi = 


，y， 2 分 量 相互 具有 同等 的 资 梢 ， 以 二 个 为 一 组 构成 矢量 ， 量 
相间 
然而 ， 下 面 在 处 理 它们 时 ， 没 有 必要 将 每 二 个 为 一 组 地 区 别 
开 而 次 在 一 起 ， 故 将 这 3 六 个 坐标 、 速 度 分 量 、 动 量 分 量 分 别 加 
十 通 用 编号 ， : 
人 溪 标 : XX yX9， X3-23X3N-L9 兴 SN 
速度 分 最 ; TI X23 ,TaN- 2 。 Caw- 1 sTay 
动量 分 最 : Pi ,ps ,PsPan-2 Pay-1 :Psy 
也 就 是 说 ， 汤 的 xs 为 原来 的 %)， 狐 的 和 sw-1 为 原来 的 9v， 
质量 亦 可 写成 mh，m2，ms，…msw， 新 的 ?mh，， m。，ms 都 
等 于 原来 的 mi， 新 的 mt ms， 16 等 于 际 来 的 mm . 
这 样 一 来 ， 设 = 3 和， 动能 就 可 以 简单 地 表示 成 为 
T= > mz? = 5 om ps (1.24) 


a i=1 


上 节 中 讨论 的 平面 运动 可 以 认为 是 这 由 ma 2 的 情形 ， 
为 了 搞 述 有 心力 场 内 的 质点 ， 如 同 利 用 + 和 9 较 之 币 卡 儿 举 

标 (XX， y ) 日 为 亡 便 一 样 ， 太 一 般 夺 点 系 的 及 下 也 住 往 如 此 
。t0 ， 


办 理 . 将 原子 作为 质点 次 
待 时 ， 以 由 两 个 原子 组 成 
的 双 原 子 分 子 为 例 ， 使 用 
重心 的 笛 卡 儿 坐标 X，Y 
Z， 两 个 原子 间 的 距离 R. 


wD 
NA 


ry, 
sa 


SN 
pel 


| : 表示 连接 两 个 原子 的 直线 
! 1 ( 称 为 分 子 轴线 ) 的 方 加 
一 一 一 一 ”的 角度 0 和 9( 参 看 图 1-6) 
路、 到 较为 方便 . 
A 中 是 1 用 
产地、 49 YAS 
六 ve 
7 / B11, XB, ys ,58 来 表示 入 
Y, 2Z, R, 6, 少时 ， 呈 
图 1-6 现 什 么 形式 ? 
[ 解 ] 
Yomax4t+maxs yy my 
mi 二 + ma ”| mm 
_ mz mass 
m1 二 fis 


有 R 一 、/(xs 一 xX4)3 十 (ys 一 y4)2 十 (ss 一 S4)2 
0= cos -1% 2 ( RR 可 将 上 式 代 入 ) 
1 4 
p=tg x z 
问题 1 证明， 与 例题 相反 ， 用 X，Y，Z，R 6， 来 表示 7 
人 ss 时 ， 动能 为 
| Tt $ (Rit (RO)+ (R$)sinsd .25) 
其 中 ，A 计 ==1H4 十 ma 为 分 半 的 总 质 早 ， 


lL 41g 


i ar ee 一 人 


ma 十 Dip 


» 141 « 


为 折合 质量 ， 

如 该 例 所 示 ， 将 代替 笛 卡 上 几 坐 标 ， 而 用 来 确定 质点 系 所 有 质 
点 位 置 的 变数 称 之 为 广义 坐标 今后， 用 记号 91，gz， gs3…gn 
来 表示 ， 这样 ， 这 两 组 坐标 就 可 以 用 上 面 的 例题 和 问题 中 得 到 的 
疯 数 关系 联系 起 来 . 

现在 ， 者 可 将 原来 的 笛 卡 儿 坐 标 xl，x2， …xn 以 广义 坐标 
4 ，dqg2，…，qgx 的 顺 数 表 示 出 来 : 

xi 一 2 (qd, 92 ) 
Xs=Xs (I, qs, “4, ) (1.26) 
X=Xs (qd, qs, 4») 

本 来 ， 右 边 的 xi， XxX。… 应 当 写 成 fi， f,，，… 等 等 ， 但 那样 一 
来 反而 变 得 麻烦 ， 故 采 用 了 这 样 的 记 法 . X19 X29 Xn 为 的 图 
数 ， 在 上 式 当 中 ， 因 gi ，4:，…4, 为 的 函数 ， 可 以 看 成 是 通过 
它们 与 发生 依存 关系 . 这样， 和 


z= a: :十 … + a (i=1, 2，… 和 ?4 ) 
或 者 
| dx 
$1 = Dg 4 (i=1, 2, .…, 1) (1.27 ) 
y=1 


如 果 是 平面 极 坐标 ， 其 具体 形式 就 是 (1.1la)、( 1.11b). 二 为 
和 4 ，… 和 的 线性 函数 ， 由 平面 极 坐标 的 例子 也 可 看 出 ， 其 系 
数 gx; /997 一 般 是 qi ，4，，…4, 的 函数 . “4q,，4qs。，…4q; 为 正 交 
直线 坐标 时 ， 系 数 变 成 常数 . i 

这 样 ， 由 于 2 与 4, ，4… 和 和 立 ，92，… 二 者 均 有 依存 关系 ， 
故 可 以 写成 

2 一 2 (1 qa, dns di Ys, 1 dd ) 

的 样子 ， 


12 


由 ( l .es ) 看 出 ， 它 相 对 于 -由 9 4 ,， 机 是 线 性 的 9 胡 由 


(1.27 ) 可 知 : 
do dXs (1.28) 


左边 的 偏 微 分 系数 的 意义 是 ， 将 Zz, 看 作 2n 个 变数 4 ，4s，，*……4，， 
di1， dz， pq 的 函数 时 ， 除了 9; 以 外 ， 所 有 都 当 作为 常数 着 得 
而 对 4; 进行 微分 所 得 到 的 导 函 数 . 下 面 常常 用 到 (1.28 ) 式 .， 
”问题 2 试 确定 在 平面 极 坐标 情况 下 的 (1.28) 式 . 

现在 ， 设 质点 组 的 各 质点 有 微小 的 位 移 ，41，4s，… g。 分 
别 变 化 了 dqi， dg ，…ddqg.. 出 此 引起 x, 二 x， (ql, 4;:» ‘Gd. ) 
的 变化 由 


dx, _ xi dx 9X; 


jg, -dq 十 本 gq ,d+ +a dq : 


= Padsdg (1.29 ) 

给 出 〈 认 为 该 位 移 是 在 微小 时 间 dt 之 内 究 成 的 ， 将 该 式 两 器 除 以 

dt， 即 为 (1.27 ) 式 ) . 我 们 设 在 原来 的 正 交 直线 坐标 下 所 表示 

出 的 作用 于 各 质点 上 的 力 的 分 量 为 F，F,，，…F,， 这样 一 来 ， 

产生 上 述 位 移 时 ， 这 些 力 所 做 的 功 由 
6'W=F,dx, 十 F dx 十 十 F dx。 


= PF dx, (1.30) 
把 ( 1.29 ) 代入 得 : 


一 dx ， 
6'W= 3) SF, jo dq; 
f=1 
先 对 ! 求 和 ， 记 作 
gx 


(1.31 ) 


时 ，- 和 有; 
1 


w= De (1.32 ， 


基体 的 一 个 例子 已 如 CC 1.21 1) 所 未。 司 广 义 坐 标 97 相对 应 ， 将 训 
个 Qi 称 之 为 广义 力 ， 
利于 6'W 其 有 功 的 量 纲 ( 等 于 能 最 的 号 网 )， 所 以 Q; 具 和 不 
L 功 ] 二 [4q314 的 量 纲 .iq; 具 有 长 度 的 量 纲 时 ，Qj 成 为 具有 力 的 
量 纲 风量 . 但 - - 般 而 言 ， Q ,未 必 有 具有 力 的 量 纲 - 平面 极 坐标 情 
下 的 Qs 即 为 其 一 例 . 和 
例题 7 斌 求 出 相对 本 三 维 纹 坐标 r，02，8 的 三 义 力 . 特 站 
中 3 力 为 有 心力 的 场合 又 将 如 何 ? 
[ 解 ] 因为 : 
X=7 Sn cos $, y=7 sin § sin $, 2=7 Cos 8, 六 
‘dx= sin 0 cos gdr 十 r cos 0 cos bd0- rsingsingadb 
dy= Sin 0 sin $dr+rcoso Sin dy+rsingcosgady 
ds 一 cosgdr rsSlntdlb 
所 以 可 知 
Qi， 一 下 sinbcosg 十 Fvsinbsing 十 下 coOsd 
Qo =F, rcostOcos@Bi+F ,rosdsinp 1 rsind 
Qs= -FrsinbGsing + Ft,rsinIcosg(=xF, OF 入 
Qy 为 力 定 的 gs 分量. 特别 是 假如 力 为 有 心力 ， 在 估 答 方 生变 咸 对 
Pr) 时， 于 是 能 写成 : 
一 上 Lr)Sin0cos 录 
下 ,一 上 Cr)Singsinb 
上 :一 下 (Cr) cos 0 
将 此 代入 上 面 的 式 子 ， 则 化 简 为 
Q, = F(r), Qo =Qe= 0 


(3 


' = a 加 本 吧 和 


当 力 具有 势能 LU 的 保守 方 的 马 合 ， 根 据 定 义 ， 在 笛 卡 儿 坐 标 “ 
一 。， 柯 表示 为 
F, 一 < 二 (1.33 ) 


四 Ox, 
”其 代入 (1.31 ) 的 右 端 得 : 


一 之 OX. oqgs 


， 这 元 非 是 将 ( Xl Xn ) 的 xi， X29 "Xn 用 (1 .26 )- 
/ 要 上 时 ， U 被 改写 成 qi， d2» “3 dg 的 项 数 ， 然后 将 得 到 的 U0 对 
r 行 微分 时 的 式 子 (复合 函数 的 微分 ); 
aU ”gxi dU 
30 一 294; dx 


一 旦 


站 以 负 号 而 得 的 结果 .也 就 姨 


一 


_90 
9qj 
人 形式 上 看 ， 这 与 ( 1.33 ) 是 完全 相同 的 式 子 . 无论 qj 是 否 具有 
“ 度 的 量 纲 都 可 以 放心 的 使 用 . 
由 于 有 心力 的 势能 仅 为 ?的 函数 ， 故 在 三 维 极 坐 标 下 有 Qo = 
=0，Q.=- aU/ar. 此 外 ， 在 前 述 的 双 原 子 分 子 情况 下 ， 
证 学 宕 下 由 函数 给 出 势能 JU ( 民 ) 就 可 得 到 原子 间 力 的 时 


Qj;= (1.34) 


9 
i 让 Qs =— 3 Qir=Qy=Qs=Q=Qy=0 


$1-5 拉 格 斋月 运动 方程 


在 二 维 正 交 吉 线 坐标 的 场合 ， 由 动能 人 导出 动量 分 量 的 式 子 


. 15 。 


是 (1.17a)， 性 其 进行 扩展 ， 用 广义 坐标 9 ，492，”……，4, 玉 描述 
时 ， 它们 的 共 名 上 义 动量 如 ， 力 。 ， Ps 分 别 由 
a 


p; = 
0 


来 定义 ， 
例如 ， 我 们 来 考虑 三 维 的 极 坐 标 r，29， 多 .这 时 ， 与 图 1-3 对 
应 的 是 由 以 原点 为 中 心 的 许多 同心 球 (7? 为 常数 )， 以 原点 为 项 后 、 


Lz 轴 为 轴线 的 许多 圆 2 r sin 00¢ 


镀 面 (6 为 常数 ); 以 z 轴 8 
为 边缘 的 许多 半 平 面 dr 
( $ 为 常数 ) 所 分 害 的 


三 维 空间 . 由 于 这 些 曲 
面 族 相互 正 交 ， 故 (?7， 
0， $ ) 是 一 种 正 交 曲线 


到 
Pn i 


坐标 ， 取 出 被 切割 的 空 Rs ” 
间 中 的 一 个 细部 ， 就 得 中 

到 图 1-8 那 样 的 长 方 体 ， x rsin Oof 

其 三 个 边 的 长 度 ， 在 r 图 1-8 


增加 的 方向 为 sr， 在 9 增加 的 方向 上 为 rd9， 在 人 顺 加 的 方 向 为 
rsin9dp. 因此， 体积 元 (微小 体积 ) 为 


(1.35 ) 


rzsSin0drd0db (1.36) - 


也 就 是 说 ， 与 向 卡 儿 淮 标的 dxdydz 相 对 应 的 不 是 drd06d$， 而 是 
r”sin0drd0d# ( 用 雅 可 比 行 列 式 9 (x, y, 2)/9(r, 0, $) 
二 7 Sin0 表 示 ， 也 是 同样 的 ). 
由 于 微小 位 移 dr 的 三 个 分 量 为 
(dr).=dr,(dr)s。 =rd0, (dr)s=rsinddy$ (1.37) 
将 其 除 以 dt， 马 上 得 到 : 


。 16 ， 


义 i 


V, =7, Vs=7r0, vs= (rsing ) 4 “(1.38) 
利用 该 式 ， 盖 能 成 为 


T= 5m (t+r 02 十 r202Ssin20 ) (1.39) 
因此 ， -可 7、 0、 4 共 斩 的 动量 为 ; 
p, =m*+, po =mr0, bs =mr:9 sin 20 (1.40) 


我 们 并 不 象 上 面 那样 原封 不 动 地 使 用 pi 的 定义 式 (《 1.35)， 
而 是 首先 将 T 象 ( 1.24 ) 者 样 表示 成 为 21，£2，…*， 2 的 图 数 ， 
再 如 (1.27 ) 那样 ， 认为 这 些 zZ.， 2 "Tn 隐 含 着 di 42, 
4»。 利 用 复合 函数 求 微分 的 方法 ， 得 到 ; 


oT 

p, 一 和 
oT gz, gf 92, oF ogn 
df, dg; G2,» gd; gz, ads 


9T sp 


7 


其 中 ， 以 后 将 > , 单 记 为 >, . 此 处 ， 利 用 (1.28) 式 和 37/a2， 
f=1 j 
一 拆 y 汉 ;有时 ， 可 以 变 为 


Ox 
一 ii 
人 
。 OXj 
Fo 
一 之 mn ) 2 十 ms Gi ] (1.41) 


这 里 ， 因为 my 区 二 jy 于 有 的 第 一 项 就 成 为 (1.31 ) 所 定 
义 的 广义 力 QB ( 注意 !: i 和 i 反 过 来 了 !). 右边 的 第 二 项 是 在 平面 
极 坐标 下 给 出 的 离心 jar 经 ， 这 是 由 于 了 不仅 包含 人 ，42，…， 
li， 而 日 各 包 拓 9 ，g，…，dn (一 部 分 ) 所 引起 的 ， 象 下 面 
这 样 做 就 会 明白 这 一 点 。 


* 4 。 


旭 果 工 包 售 9)， 人 29， *''， g， 的 话 ， 汗 于 完 1， Ts 也 包 
含 它们 ， 故 根据 复合 函数 的 微分 法 则 ， 有 : 
oT 0 了 oz) aT OF, -十 … .二 2 dF, 


= aa 人 
mL rr— -- 


dq; dii 9q: dj, Ogi 2。 94, 
n 9 QF, 
此 时 ， 将 9T /38 mjzj 代 入 ， 可 变 成 ; 
oT sp 
59， = Ema0 
在 这 里 ， 将 (1.27 ) 式 改 换 下 标 时 式 寺 
ox 
ut 
3 一 了 9 x] dp 
gg， 9qr9q; 


5 » (90 a 
9q; \9qi/ dt 


d /9x; 

3 
这 是 将 量 9xy /94; 一 一 它 是 q(t)，4qs(t)，…，44(t) 的 函数 一 一 
对 t 微 分 后 的 结果 . 因此 ， 可 以 看 出 结果 为 


34; = = om; 有 (于 
人 从 这 个 道理 上 讲 ，( 1.41 ) 就 可 归纳 为 以 下 非常 简洁 的 形 
dy 一 Qi 十 < (1.42) 


污 引 进 动 量 的 定义 pi = 二 9T/99:， 则 (1.42 ) 变 为 


* | ， 


-. 一 Oke 
一 


d aT or 1 .43 
(a)- )- A 0 ( i=1,2,."…,7) ( ) 


在 笛 卡 儿 坐 标的 场合 ， 它 妇 结 为 普通 的 运动 方程 .所 以 
(1.43 ) 可 以 看 成 是 将 运动 方程 扩展 ( 或 者 变形 ) 为 广义 坐标 形 
式 后 的 结果 . 

符 别 在 力 可 以 象 (《 1.34 ) 那样 由 势能 U (@1， Gs， 
导出 的 保守 力 情 况 下 ， 由 于 有 


ad 3 )- oaT 9gU 
dt\9g, dg 9q: 


Es (1.44) 
所 定义 的 qi， 好: 。， 。 “9 qd,， 和， ds。，， “9 4 的 函数 称 为 控 格 请 


日 函数 (或 拉 格 朗 日 量 ) 一 一 就 显得 很 方便 了 . 由 于 U0 与 速 度 无 
关 ， 不 包含 册 ， G2 ***, dr, 所 以 


0 
政 由 


50 一 
因此 
9T _93L 
gg 90 
故 上 面 的 式 子 成 为 
da/aL\ 93aL / 


这 称 为 控 格 角 日 到 动 方程 ， 是 实用 性 极 高 的 方程 

当 力 的 一 部 分 可 由 势能 0 导出 ， 而 除 此 之 外 的 部 分 一 摩擦 
力 等 一 一 剩 下 来 的 情况 ， 可 以 设 剩 下 来 的 部 分 为 Q;， 则 
9 (了 
dt\ 90， 


) 一 了 区 一 Ls (1.46) 


，19 。 


而 县 ， 广 义 动量 改 由 


(1.47 ) 


来 定义 也 是 一 样 的 . 
将 以 上 结果 应 用 于 平面 极 坐 标 ， 来 证 实 一 下 可 以 得 到 $1-1 
到 $1-3 相 同 的 式 子 .根据 (1.19)， 与 +- 和 9 共 思 的 广义 动量 为 
p,=mir, pos=mr:0 
,当然 就 是 动量 p= 二 mv 的 ?方向 分 量 Pp, 二 了 ,co8 0 十 by sin 和. 但 
是 要 注意 ,bo 并 不 是 疡 的 和 0 方 回 分 量 psin 9 十 Pp， cos 0=mr0O, 
而 是 它 的 r 信 . 这 也 与 我 们 在 $1~3 中 讲 到 的 关于 量 纲 的 注意 事项 
有 关 ， 因 此， 用 pp。 这 个 记号 来 表示 p 的 9 方向 分 量 时 ， 容 易 发 生 混 
江 而 使 人 感到 为 难 . 但 由 于 这 是 遵循 着 分 析 力 学 的 习惯 用 法 ， 因 
此 希望 读者 予以 充分 地 注意 .(1.40 ) 式 给 出 的 p。 和 ps 也 是 一 样 ， 
那么 ， 这 样 在 量 纲 上 不 相同 的 量 ， 为 什么 与 ps， 具有 同样 资 
格 地 使 用 呢 ? 让 我 们 来 回想 一 下 ( 1.15a ) 和 (1.15b ) ， 在 有 心 
力 的 场合 ， 作 为 Fe, = 0 的 结果 ， 保 持 恒 定 的 量 并 不 是 mv。， 而 应 
该 是 这 个 po 二 mr9* .有 的 读者 可 能 已 经 意识 到 ，p6 无 非 是 角 动 
量 ( 与 面 垂 直 的 分 量 )， 
在 使 用 平面 极 坐 标的 有 心力 问题 当中 ， 因 为 拉 格 朗 日 函数 由 
L=-; m( +r?0 ) 一 U(7) 


给 出 ， 根 据 ( 1.45 ) ， 


d /aL\ 93L .aH 9U 

自强 ( 寻 /= 了 ”给 出 mr 一 mr 名 一 7 
. ,d/alL\ aL ,sd SA 

由 于 (36)= 玉 给 出 ji (mr*0)=0 


这 上 与 (1.14 ) 或 (1. 00) ( 1.20b ) 相同 . 利用 拉 格 朗 日 方 
程 时 ， 它 们 可 以 完全 机 械 地 得 出 来 ， 
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问题 3 。 (1,40) 式 的 办 : , Po,Ps 表 示 什 么 样 的 量 

例题 1 重量 可 和 色 赂 不 计 强 度 为 k 的 弹 算 ， 
一 端 固定 , 另 一 端 最 挂 荐 质量 %w 的 重 物 , 使 之 仅 
在 一 个 铝 直 面 内 振动 时 , 则 称 为 弹簧 振子 . 设 弹 
筑 的 自然 长 度 为 !， 试 列 出 重 物 的 运动 方程 . 

[ 解 ] “选择 由 支点 至 重 物 的 距离 7r, 弹簧 ;| 全 : 
偏 开 铅 直线 的 倾角 6 为 广义 坐标 时 ， | | | 

| 


T= Sm(?? +r?0?)，, 


U=3(7- I)?-_ mgr cos 9 
因此 ， 拉 格 朗 日 函数 为 / 图 1-9 

L=m (72+r?02) - (rl)? +mgr cos 0 
由 此 ， 拉 格 朗 日 运动 方程 可 导出 如 下 ， 


jm? = ~-k(r-1l)+mg cos +mro: 


[ms (7r*0)=—mgr sing 


一 般 来 说 ， 求 解 这 个 方程 是 不 容易 的 . 
$1~6 ”能 量 守 恒定 律 


考 虚 只 有 保守 力 的 时 候 . 拉 格 朗 日 函数 二 为 gl ，Q@。，…，g，。， 
和 ，92，…，4: 的 函数 (在 §2-3， 出 现 L 在 此 之 外 还 直接 包含 
的 场合 ， 那 时 以 下 的 讨论 不 成 立 )， 由 于 4 也 好 、4i 也 好 ， 都 是 t 
的 函数 ， 结 果 就 可 以 说 荆 仅仅 是 ! 的 函数 .那么 ,考虑 将 了 对 进行 
卫 分 时， 和 复合 才 的 生命 半 中， 有 


3 
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“ 课 间 ， 和 


人 ed 


| 拉 格 朝日 的 分 析 力 学 


“ 拉 格 刘 日 的 《分 析 力 学 》 是 离 牛 顿 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》 约 
100 年 后 的 1788 年 出 版 的 。 第 一 部 的 静 力 学 以 “ 虚 速 度 原 理 ”《 娠 
功 原理 . 也 称 为 哑 位 移 原理 .当时 将 虚 位 移 叫做 虚 速 度 ) 为 基本 
原理 . 这 是 因为 杠杆 或 滑轮 的 原理 、 力 的 合成 法 则 等 均 可 归结 为 
这 个 原理 ， 第 二 部 的 动力 学 是 从 利用 达 兰 贝尔 原理 将 动力 学 转化 
为 静 力 学 问题 出 发 的 . 

拉 格 朗 日 与 欧 拉 一 样 ， 以 解析 方法 来 建立 他 的 力学 为 方针 ， 
为 了 使 开 位 移 与 约束 条 件 不 巴 拓 ， 想 出 了 即使 不 通 图 和 应 用 几何 
学 的 直观 方法 就 可 以 解决 问题 方便 的 待定 乘 数 法 . 他 进而 使 用 适 
当 的 独立 变数 而 大 大 地 简化 了 计算 ， 导 入 了 广义 坐标 . 

我 们 来 举 出 几 个 对 这 样 的 《分 析 力 学 》 的 评价 例子 ， 

“这 才 是 不 高 峨 自然 神秘 力 之 类 的 最 初 的 科学 业绩 ， 这 本 书 
不 是 物质 系统 力学 行为 的 说 明 ， 而 是 有 保证 的 记述 ”.(E， 人 . 
贝尔 ) 

“终于 ， 控 格 盘 日 将 分 析 力 学 提 到 了 发 展 的 最 高 阶段 ， 拉 榈 
”下 所 有 必要 的 考 守 一 次 就 完成 努力 企 闪 实现 用 一 个 公式 去 
事 现 尽量 多 的 事项 . …… 在 有 必要 开动 脑筋 的 事情 当中 ， 留 下 的 
仅 是 纯粹 的 力学 的 问题 拉 格 衣 月 力学 在 思维 经 济 这 一 一 点 上 是 有 
很 大 功 续 的 ”.( 厄 总 斯 特 : 马赫 ) 


这 里 ， 用 (1.45 ) ， 将 


aL dr/oL 
2g， = 人 (3 ) 
代入 时 ， 得 到 : 
a Dl 了) 和 


因为 人 内 正好 等 二 全 4 入 六 四 故 有 


dL ad aL 
df dt 9 人 


也 就 是 说 ， 


因此 ， 由 于 湛 清 了 […] 内 为 常数 ， 设 其 为 E， 则 能 得 到 ， 


> 5 六 一 (1.48) 
因为 不 包含 和 ，T 为 $1 的 二 次 齐 次 式 ， 而 有 ， 
DE (1.49 ) 
所 以 (1.48 ) 变 为 
2 下 - L=E 
由 于 上 = 二 了 一 U， 则 
T+U=E (1.50) 


该 式 的 元 边 为 体系 的 总 能 景 ，“ 为 常数 ， 电 此 可 知 ，《〈1.48) 去 示 
的 是 能 量 守 恒定 律 ， 
象 能 量 一 样 ， 根据 冶 动 万 种， 洪 某 个 量 ”(《@， 3 djs， 


1 df) 随时 间 的 变化 满足 57 一 一 0， 马上 就 能 得 到 


h(iq, qd, Yi， kr ) 一 恒 量 
类 型 的 积分 有 心力 情况 下 的 ,也 为 其 一 例 . 这 些 量 即 使 历经 时 
间 也 保持 己 定 而 不 发 生变 化 ， 所 以 也 可 称 之 为 守 恒 量 . 但 在 以 
上 的 意义 下 ， 可 叫做 积分 .例如 将 (1 .50) 式 叫做 能 最 积分 ， 而 将 
(1.50) 成 立 的 体系 称 为 “具有 能 量 积 分 ”. 
能 求 积分 的 是 对 t 微 分 为 零 的 量 . 若 将 拉 格 朗 日 方程 
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Er 
号 出 来 ， 马 上 就 可 以 看 出 ， 如 果 拉 格 朗 日 函数 不 包 含 4; 的 话 ， 
p; 二 9L/94; 就 成 为 守恒 量 . 在 $1-1 中 最 初出 现 的 抛物 运动 时 的 
ps， 有 心力 场 下 的 po 当然 由 于 这 个 理由 而 构成 守恒 量 ( 常数 ) .将 
那样 的 广义 坐标 叫做 循环 坐标 ， 在 选择 广义 坐标 时 ， 最 好 的 情况 
是 尽量 使 得 循环 坐标 的 数目 多 一 些 . 关于 这 一 点 ， 在 第 四 章 中 将 
再 详细 地 研究 . 


下 是 


1。 如 图 记 示 ， 为 了 表示 半 平 面 (y 之 0 ) 上 点 的 位 置 ， 可 以 利用 离开 x 
轴 上 的 两 个 定点 P= 二 (十 i/ 2, @),， P=(--1l/2, 0 ) 的 距离 7， 种 ra， 世 


可 用 
6 一 六 十 rz， 了 一 站 一 rr (6 之 !，p 之 7 之 一 1) 


| 0 : 
一 一 一 一 


来 代 埠 . 试 说 果 使 用 这 个 上 4、?7 有 时， 可 以 表示 为 


— EN 1 /~ 
Xe 4 ， a AC 


并 证 明 s。，7 构 成 正 交 曲 线 众 标 .说 明 面 积 元 
-AS 人 一 7 
"Td 
给 出 ， : 
2.。 况 答 以 下 关于 在 有 心力 场 中 运动 粒子 在 矢 径 方向 的 运动 问题 ， 


(a)” 试 求 出 将 矢 径 方向 运动 的 方程 写 为 m+ = 一 全 -时 的 有效 势能 " 
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(b) 利 用 有 效 势 能 ， 求 出 产生 国 周 运动 的 条 件 . 

(c) 当 有 心力 的 势能 为 U(r) 一 二 kr 时 ， 求 出 四 周 运动 的 周期 . 

3， 质量 为 m 的 粒子 在 具有 势能 U(r) 一 Kr*(K>>0) 的 有 心力 场 内 运动 

(a) 粒 子 轨 道 为 半径 re 的 圆 时 ， 求 出 其 能 量 和 角 动量 . 

(b) 这 个 圆周 运 荔 的 周期 是 多 少 : 

(c) 这 个 运动 中 ， 粒 子 受 到 微弱 的 打击 力 (7 方向 )， 国 周 运 动 被 干扰 ， 
试 求 出 在 r =7o 附 近 ，r 进 行 微 振动 的 周期 . 
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第 一 章 ” 拉 格 朗 日 方程 与 约束 


可 以 说 ， 拉 格 朗 日 方程 的 特点 ， 在 带 有 约束 条 件 的 情况 下 得 
到 了 景 充 分 的 发 挥 , 这 是 因为 无 需 去 假定 面 的 阻力 等 事先 无 法 知 
暗 的 力 ， 而 是 以 减少 变数 的 数目 这 种 方便 的 处 理 方法 来 达到 自 
的 ， 我 们 就 一 边 与 此 目的 关联 ， 一 面 针 对 具体 的 情况 来 学 习 方程 
的 使 用 方法 ， 


$2-1 约 东 条件 和 广义 坐标 


如 条 事先 知道 力 的 话 ， 通 过 求解 满足 初始 条 件 的 牛顿 运动 方 
程 ma = 或 者 将 其 变形 的 拉 格 朗 日 方程 ， 就 可 以 确定 运动 ， 不 用 
说 ， 由 于 在 求解 微分 方程 上 将 出 现 各 种 各 样 的 困难 ， 能 够 简单 地 
求解 的 情况 似乎 并 不 那么 多 . 但 至 少 在 原理 上 这 是 可 行 的 ， 也 可 
以 利用 计算 机 等 进行 数值 处 理 . 

但 写 上 述 情 况 相 反 ， 有 时 是 预先 知道 运动 的 一 部 分 ， 而 力 出 
为 未 知 ， 例如 ，“ 沿 斜面 滑动 ”的 场合 ， 在 该 斜面 内 取 x 轴 和 y 轴 ， 
使 x 轴 与 斜面 秋 直 时 ，s(t)=0 就 成 为 事先 给 定 的 条 件 ， 物 体 除 受 
重力 、 人 拉 的 力 那样 已 知 的 力 之 外 ， 还 受到 来 自 斜 面 的 阻力 ， 这 
个 是 事先 给 出 的 力 . 设 阻 力 当 中 与 斜面 垂直 的 分 量 ~ -- 称 为 二 直 
电力 一 一 为 N， 这 是 一 种 认为 经 常 保 z 为 零 ， 也 就 是 使 物体 不 
致 代入 斜面 内 部 、 与 需要 相对 应 而 出 现 的 恰当 的 力 . 由 于 所 谓 
*(1) 二 0， 就 是 z 二 0，% 二 0， 反 过 来 使 用 运动 方程 ， 作 用 在 物体 
上 的 刀 的 # 分 量 ( 之 和 ) 必须 为 零 . 也 就 是 说 ， 欲 使 其 它 力 的 s 分 
看 与 NN 的 和 恰好 为 零 ， 而 出 现 了 N. 
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二 
， 
到 


TS 


图 “2-1 mngeosa= 了 ,十 N， 当 N 变 为 负 时 ， 物 体 将 脱离 斜面 ， 
区 体 放 在 斜面 上 时 ， 直 于 N 不 可 能 为 负 ， 当 呈现 需要 负 的 N 
的 状况 时 ， 就 不 可 能 保持 x 二 0， 物 体 将 完全 赔 离 开 妖 面 . 
” 象 这 种 例子 的 情况 下 ， 只 要 是 关于 x 方 向 的 运动 方程 就 不 是 
用 于 [ 力 ] 一 >( 运 动 】, 而 变 成 运动) 一 >( 力 ). 因 此， 给 定 的 .并 
非 阻力 ， 古 是 x==-0 这 个 约束 条 件 〔〈 也 称 柬 链条 件 ); 由 此 ， 确 定 物 
体 运动 的 变数 的 个 数 一 一 称 为 运动 的 自由 度 一 一 就 由 *、ys* 这 三 
个 减少 为 Y、?y 这 两 个 . 
著 斜 面 为 平面 ,用 上 面 那样 的 笛 卡 儿 坐 标 就 可 以 了 .在 一 般 情 
况 卞 ， 约 束 条 件 将 更 是 峭 形 色色 、 例 如 来 考 碟 在 长 为 1 的 线 上 系 
有 香 物 的 单 所 线 的 张力 起 到 将 重 物 保持 在 半径 为 的 球面 上 的 
作 少 .更 正确 地 说 来 ， 与 斜面 的 阻力 一 样 ， 由 于 线 状 玉 纺 碍 重 物 
进入 球面 的 内 部 ( 线 松弛 ) , 故 张力 将 重 物 约束 在 球 内 ， 重 物 案 到 
何 处 ， 该 张力 也 就 变 为 多 少 ， 并 非 是 已 确定 好 的 信 ， 是 为 了 让 线 
的 长 度 不 致 超过 1 而 与 需要 相 适 应 出 现 的 力 . 四 
“将 重 物 的 运动 限制 在 一 个 销 直 面 内 时 ， 若 如 图 2- 2 那样 取 读 
锥 直面 为 xy 平面 ， 则 给 定 的 并 不 是 张力 ， 而 是 约束 条 件 ， 
Xi 十》 二 半 (2.1) 
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在 使 线 不 松 绳 而 进行 振动 的 单 摆 情 况 了 下， 实际 
上 可 认为 等 式 

x*+y?:=l? (2.2) 
是 约束 条 件 . 

这 种 场合 , 月 由 度 从 x、? 这 两 个 减少 为 一 
个 ， 但 没有 道理 把 x 丢掉 而 只 要 y. 还 不 如 象 
图 中 那样 ， 用 线 的 倾角 4 来 表示 重 物 位 置 ， 由 
无 用 60 的 值 即 可 单 值 地 确定 重 物 的 位 置 , 所 以 将 
| ” 它 作为 变数 ( 作为 上 的 函数 而 变化 ) 来 看 待 ， 

| mo 在 处 理 问题 时 较为 方便 . 
我 们 来 将 其 与 S1-5 例 题 1 中 用 平面 极 坐 标 

图 2-2 r、0 表 示 弹 筑 振 子 的 情况 作 一 个 比较 .您 大 概 
会 知道 ， 所 谓 不 伸 长 的 线 就 相当 于 弹性 系数 上 大 到 极限 场合 下 的 
弹簧 . 不 用 说 ， 完 全 不 伸 长 ”之 类 的 说 法 是 一 种 理想 情况 ， 现 实 
清 况 下 ， 总 应 有 很 微小 的 伸缩 、 忽 略 了 它 的 极限 情况 ， 可 以 认为 
应 当 册 (2.2) 式 那样 的 条 件 胡 示 出 来 、 在 一 个 一 个 地 考虑 了 弹 和 质 
振子 那样 的 情况 之 后 ， 为 了 避免 取 h 一 co 的 繁杂 的 手续 ， 可 将 重 
物 的 位 置 用 (r，9) 来 找 述 ， 因 此 ， 

T 一 | (2.3) 
经 常 保持 恒定 ， 在 任何 时 候 ，+ 二 0，、+*+=0 均 成 立 .这样 一 来 ， 
(7 ,9) 当 中 的 7 已 不 是 变数 ， 帮 队 一 留 下 来 的 广义 坐标 为 9. 这 种 场 
合 ， 平面 极 坐标 下 的 (2. 3) 较 之 于 笛 卡 儿 坐 标 下 的 (2， 2) 式 来 说 ， 
处 理 间 题 将 大 为 简单 、 方 便 ， 这 一 点 大 约 是 不 言 而 自明 的 吧 ， 

即使 在 双 原 子 分 子 ( $1-4 ) 情况 下 ， 由 于 在 多 数 场 合 下 可 以 
看 作 “R= 己 量 ” ,所 以 采用 广 义举 标 X， Y,， 2, 及 ， 0 ， 人， 将 
有 R=! 从 变数 当中 消除 的 方法 ， 较 之 于 用 笛 卡 儿 坐 标 x4，y4，24， 
gs Vhs Sps 柱 加 上 约束 条 件 : 

(Xp—- X4) :+(yp- y4)’ 二 (gp— 24)’ 一 六 (2.4) 
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来 处 理 问 题 要 容易 得 多 . 
约束 条 件 有 各 种 各 样 的 形式 ， 如 (2. 2) 或 (2 于， 在 厦 操 
的 坐标 之 间 用 一 定 的 关系 式 
f(xX1, Xs i Xn)=0 (2.5) 
给 出 的 约 来 条件 ， 称 为 完整 的 约束 ， 如 $2-3 所 示 ， 即使 1 直 接 显 
仿 时 间 
f(xX1, xX, * Xn 1)=0 (2.6) 
也 叫 完整 的 约 来 ， 
所 谓 刚 体 ， 可 认为 是 由 许多 质点 构成 的 体系 ， 质 点 系 所 以 能 
维持 住 刚体 ， 就 是 使 构成 质 所 辣 的 耻 亢 保 皖 昼 定 的 评 多 条 件 : 
(Ts —71) i=0 
所 以 这 也 能 看 作 是 受到 完整 约束 ， 
用 (2.5) 或 (2. 5) 形式 无 法 表示 的 非 完整 约束 条 件 的 一 个 全 了 
是 (2.1) 式 那样 的 不 等 式 . 当 考 典 到 匆 体 有 陪 离开 斜面 的 可 能 性 
时 ， 斜 面 也 使 物体 受到 非 完 整 约束 .。 
对 不 同 的 约束 条 件 ， 完 整 约束 可 以 用 包含 成 为 已 定 值 的 变数 
的 广义 坐标 来 描述 ， 然 后 ， 将 该 恒 量 从 坐标 当中 消去 ， 由 IN 个 质 
点 构成 的 体系 的 自由 度 为 mw=3N， 如 果 有 :个 完整 约束 条 件 ， 则 自 
由 度 减少 为 3N 一 上 , 系统 的 运动 由 3N 一 上 个 广义 坐标 qj ,4q,,…， 
qiw-* 就 能 完全 决定 . (在 非 完整 约束 时 ， 没 有 上 述 那样 的 一 般 性 
解决 方法 ， 必 须 针 对 每 个 问题 采取 适当 的 处 理 方法 )  ， 
在 完整 的 束 的 场合 ， 只 要 列 出 3N 一 k 个 关于 广义 坐标 的 方程 
进行 求解 就 可 以 了 ， 所 以 较 之 笛 卡 几 坐 标 ， 方 程 的 个 数 减少 如 
果 是 射 面 问题 ， 可 以 不 要 关于 s 分 量 的 运动 方程， 在 单 搜 和 的 情况 
下 ,就 没有 必要 再 列 出 对 7 的 运动 方程 .在 斜面 的 场合 。 由 于 甜 直 
阻力 仅仅 包含 在 s 方 向 的 运动 方程 当中 , 故 在 x，7y 方 向 的 方程 中 不 
出 现 . 所 谓 弹 簧 摆 的 张力 ,是 图 2-3 记 示 的 力 的 极限 ,正如 $1 5 例 
题 1 指出 的 , 它 仅 存在 于 对 r+ 的 运动 方程 当中 .所 以 ,在 不 考 虚 rf 运 
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动 的 处 理 过 程 中 就 被 消去 . 

这 样 ， 所 谓 完整 约束 的 约束 
力 就 是 在 相对 于 剩 下 的 自由 度 
di, 4d,….， qsv-+ 的 运动 方程 
当中 不 出 现 的 项 .也 就 是 说 ， 可 
”以 这 样 来 理解 完整 性 约束 力 的 意 
义 ， 即 “只 要 遵守 约 训 条件 就 
行 ， 对 其 以 外 的 自由 度 运 动 不 施 
名 任何 影响 ”- 

这 样 ， 利 用 拉 格 朗 日 方程 ， 
处 理 表 示 与 约束 不 矛盾 的 自由 度 2 
广义 坐标 94 ，49,，、…，4sw..; 的 方法 ， 其 优点 之 一 是 可 以 完全 不 
必 去 考虑 那些 事先 不 知道 的 约束 力 之 类 难 办 的 事情 .在 这 个 意义 
上 ， 与 物体 和 表面 间 甜 直 压力 大 小 成 比例 的 摩擦 力 等 ， 将 不 再 透 
用 前 面 的 处 理 方法 而 成 为 难于 对 付 的 力 了 . 

迄今 为 止 都 是 采取 将 约束 力作 为 一 种 干扰 物 来 对 待 ， 通 过 导 
入 广义 坐标 将 其 排除 的 形式 ， 在 有 的 场合 下 尚 不 尽 如 此 . 当 不 知 
道 单打 的 线 加 了 多 大 的 张力 时 ， 强 度 过 低 的 线 将 会 被 拉 断 。 或 老 
说 ， 要 求 负 的 张力 ， 使 线 处 于 松弛 状态 的 可 能 性 也 是 存在 的 ， 不 
留神 这 一 点 也 会 遇 到 困难 .在 那样 的 时 候 ， 可 以 假定 在 约束 条 件 
下 会 掉 的 自由 度 又 恢复 了 ， 对 它 列 出 运动 方程 ， 再 来 考察 为 了 使 
约束 条 件 〈 例如 r 一 ! ) 成 立 ;需要 什么 样 的 力 就 可 以 了 . 


L 六 


问题 1 。 回 过 头 来 考察 1-5 例题 1 中 单 换 线 的 张力 ， 不 限定 是 最 低 点 
附近 的 振动 ， 试 束 出 一 般 情况 下 张力 的 大 小 与 9 的 关系 ， 并 求 出 单 押 构成 
轿 疏 摆 而 在 铅 直 面 内 作 图 运动 的 条 件 . 
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$2-2” 拉 格 朗 日 方程 的 例子 


”让 我 们 通过 简单 例子 来 z 
给 出 列 拉 格 朗 日 方程 的 方 
法 CE 

例题 1 . 试 求 出 沿 着 轴 ~ 一 一 > 
线 铅 直 ， 顶 点 朝 下 的 光滑 圈 2 
锥 面 内 侧 滑动 的 质点 运动 方 WO 
程 . 设 顶 角 为 2ag. 质点 绕 着 } /f/f; 
一 定 高 度 的 水 平 圆周 回转 条 YY/ 
件 是 什么 ? 在 这 种 稳定 运动 Wa 
的 质点 上 ， 加 上 沿 r 方 向 的 方 、、、 
微小 冲击 力 后 ， 其 运动 又 将 
如 何 ? 

[ 解 】 这 时 ， 可 取 圆 锥 图 ”2-4 
的 顶点 为 极点 ， 铅 直 向 上 方向 为 极 轴 的 三 维 极 坐 标 ?， $$ .8 
国定 为 2 一 wx . 

由 于 (dr),=dr, {dr),=0, (dr)s 一 rSincdg 
故 根据 (1.39) 式 : 


Ey “=i ks pt es. li i 


bile we ss es 


六 
4 


| z T= (t+rig?sina) 
此 和 外， 势能 由 

l U=—mgrcosa 
给 出 . 因此 ， 拉 格 朗 日 函数 为 


L= (Ft? 十 r202sin2wc) mgrcosa 


d /9L 9L d/dL dL 
f(a) dag)-33 
能 得 到 ， 
m+=mrp’sin?a --mgcosa / (1) 
(mrigdsin’a)=0 (b=0) (ii) 


在 水 平 圆周 上 转动 时 ， 由 于 7 二 7。( 常数 ), 有 + 二 0， 因此 ， 
由 第 二 式 可 知 ，$ 也 为 常数 ( 记 为 2), 这 时 第 一 式 可 表示 为 ， 
117042Sin2w - mgcosae=0 | 
所 以 
2 _ gcosa i 
ro82 Sn 《ity) 

即 为 所 求 的 条 件 . 由 于 速度 为 ro 人 2sina， 没 其 为 v6， 则 如 果 给 出 

使 得 
: oo 


的 初始 条 件 就 可 以 了 . 
为 了 考察 偏离 这 样 稳定 运动 的 情况 ， 首先 设 by 一 恒 量 的 恒 量 
值 为 mC， 则 有 
r?$sin:a =C 

故 代入 r 的 运动 方程 (i) 消 去 $9 后 得 

= — gcosa (iv) 
四 此， 到 

7 一 ro 十 0 (0 为 微 扰 量 ) 
代入 后 ， 保 留 到 2 的 最 低 次 (一 次 ) 项 ， 得 ， 


2 -3 
p= Sa | 二 全) -- gcosg 


3 2 
7 ,S11n (7 ro 


+» do *« 


C? (1 2 


a 
rySin?a Y 0 


在 运动 从 稳定 状态 受到 干扰 时 ， 不 使 ps 变化 ， 故 C 也 是 原来 的 值 


)- geosa 


C=riQsin?a (“ir ro Qsin? a ) 
0 
因此 根据 (iii)， 上 面 的 式 子 变 为 
p= - ep 


所 以 p 进 行 以 角 频 率 为 we 一 (3gcosac)/ro 的 正弦 振动 不 难看 
出 ， 其 角 频 率 为 
oo 一 (\/ 3sinc)2 

例题 2 在 长 度 L 的 均匀 棱 的 两 jy 
端 ， 分 别 系 有 长 度 1 的 线 , 线 的 另 一 端 
连接 于 水 平 距离 为 a 的 两 个 固定 点 A、 | 
B， 室 挂 住 棒 . 这 种 装置 称 为 双 押 .将 
该 棱 绕 重心 由 平衡 位 置 开始 稍稍 扭转 
后 再 放 开 时 ,其 振动 将 如 何 ? 设 a>>L. 一 一 

[ 解 】 设 扭转 角 为 2, 则 广义 坐标 
仅 此 4 即 可 ， 当 扭转 时 ， 棒 的 重心 升 
高 ， 故 有 必要 将 其 高 度 s 作 为 9 的 函数 
求 出 来 . 在 平衡 位 置 ， 线 与 铝 直方 向 
所 高 的 角 c 由 : ”图 2-6 双 摆 、 下 图 为 从 正 ; 汗 
方 看 它 的 样子 


ee 


lsina 一 二 (ae 一 工 ) 


来 确定 ， 设 当 棒 扭转 49 角 时 ， 线 与 锁 直 向 下 的 方向 之 间 所 夹 的 角 
为 ， 则 根据 余弦 定理 可 求 出 图 2 5 下 方 图 中 AC 的 长 度 ， 


lsina! =\/(34) + 全 ) 十 人 一 7) 一 cosb 


33 ， 


由 于 9 很 小 ， 故 训 设 cosg= 1 本， 


(lsina’ =) +) + . 


-= (二 ) 十 0 —(lsina )? + 0? 


全 
因此 ， 
Icosa’ =Ml2 (sina y= Lsing): a0 
Lo 1. -al Wy 
aL aL ~ 
= 2 Ee. 
lcosal( 1 lossa0? ) lcosa 8lcosea 
所 以 本 彻 ， 
a 
一 - 1 -0 
一 |cosa —- | cosa slcosa 
由 于 
aLl 
2 一 Tco8000 


T= Mz + 10 


当中 ， 第 一 项 可 以 略 去 ,以为 棒 的 质量 ， 了 为 对 通过 重心 、 和 对 站 于 
悼 的 轴 的 转动 惯量 ， 对 于 均匀 棒 的 场合 : 
L/2 ,M 1 2 
| I=| x Ld*=7oML 
势能 由 


U~Mgs=- 9 


slcosa 0° 


给 出 ， 裤 ; 
+ 34 *« 


Th re pe pr 


-一 i pp ee 
EE re rb gg = 一 ，， . 2 i rm 二 一 


分 .5 5995 二 


课 间 小 引 ? | 
全 人 人 SS .SSE | 


拉 襄 拉 斯 和 拉 格 崩 日 


法 国 革 命 时 期 活路 在 巴黎 的 数学 家 物理 学 家 当中 ， 经 常 被 人 
们 用 来 进行 对 比 的 是 拉 普 拉 斯 ( Pierre Simon de Laplace, 
| “1749 一 1827 ) 和 拉 格 朗 日 ( Joseph Louis Lagrange， 1736 一 
1813). 拉 葫 拉 斯 作为 一 个 数学 天 才 为 人 们 所 称道 ， 然 而， 他 妃 
| 求 名 誉 的 欲望 租 政治 上 丧失 气节 却 遭 到 人 们 的 非 准 ， 他 琉 远 了 自 
| 已 出 生地 的 亲属 和 恩人， 常常 对 人 隐 刚 自己 微 贱 的 出 身 ， 受 到 拿 “| 
| 破 仑 的 重用 ， 合 盛 时 代 在 《天 体力 学 》 的 序言 中 狗 颂 和 皇帝, 并 星 南 
上 《概率 的 分 析 理 论 》 但 在 其 丧失 地 位 之 后 ， 又 讨好 路 易 十 人 
| 世 ， 在 拿破仑 的 放逐 令 上 签名 ， 撤 回 了 《天 体力 学 》 的 序言 . 
将 《概率 …》 一 书 的 献 词 改 为 秦 献 给 路 易 十 八 世 ， 
钥 父 是 法 国人 ， 生 于 意大利 的 拉 格 朗 日 ， 其 才能 早 就 受到 公 
认 ， 在 被 萨 尔 基 尼 亚 王 和 和 输 罗 夏 王 任用 之 后 ， 于 1787 年 应 路 易 十 
六 世 之 招 而 移居 巴黎 ， 受 到 皇族 及 学 院 方面 极 大 的 尊敬 ， 在 卢 浮 
名 内 进行 研究 .这 时 ， 爆 发 了 1789 年 的 大 革命. 拉 格 般 日 受到 和 皇 
将 的 保护 ， 但 他 也 充分 地 理解 了 法 国人 民 的 苦难 ， 期 待 着 革命 的 
成 功 ， 他 不 与 嫩 凯 政治 同 流 合 污 ， 深 居 简 出 ， 专 心 致力 于 研究 . 
不 久 ， 被 任命 为 综合 工科 学 校 的 数学 教授 和 度量 衡 修正 委员 长 . 
i 因 其 才能 及 人 品 ， 意 至 革命 后 仍 受到 法 国人 民 的 尊敬 ， 拿破仑 也 
hb iii 


Mgal ,，, 
: alcosad 
拉 格 朗 日 方程 为 
__ MgaL 
12 “~ 4lcosoa 


0 


El: 


+ 35 »。 


一 oa 
/= lLceosa 


所 以 可 以 看 出 ，9 进 行 角 频 率 为 。=~M 3ga/lLcosa 的 简 谐 振动 。 


$2-3 ”依存 于 时 间 的 约束 条 件 


来 讨论 一 下 由 (2.6) 式 表示 的 那样 包 
含 时 间 的 约束 . 考虑 到 从 简单 的 例子 讨论 
容易 和 弄 明 崩 ， 故 来 研究 图 2-6 那 样 使 单 摆 
支点 O' 在 水 平方 向 运动 时 的 情况 ， 设 线 长 
为 上 ,倾角 为 2 时 : 
x=tcos0, y=lsing + Ft) (2.72) 
因此 ， 
~- lOsing, y=l0cos0 +F’ (t) 
: (2.7b) 
所 以 动能 可 表 为 图 2-6 
T=l? 0 +mlOF(t)cose+ TF’ (1)): (2.8) 


Fr (t) 为 F(t) 的 导 通 数 . 不 仅 含 9， 在 第 二 项 中 包含 9. 由 (2.7a) 
可 蕊 上 看 出 ,以 (2. 6) 的 形式 表示 出 的 这 种 场合 下 约束 条 件 为 
x? 十 (y—F(t))*—l?=0 

让 我 们 参照 上 面 的 例子 ， 进 行 一 般 性 的 讨论 ， 与 (2 74) 对 应 

的 普遍 式 是 将 (i.26) 普 遍 化 的 
Xi 一 XI (di des 07 tt) (1=1,2,..,%) (2.9) 

设 在 约束 条 件 作用 下 ,自由 度 由 n 减 为 !，4 就 有 f 个 ,使 qi ,@,，…， 
qs，。t 分 别 有 d4q);，d4q,，…… dqs，dt 的 微小 变化 时 ，x， 的 变化 
为 


3xi 3x ax 
dxi 一 9 于 d9; ta dg: 十 … + ao: dqs+ di dt (2.10) 
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设 dq; ，dg,，…，dgy 为 在 dt 时 间 内 运动 所 引起 的 44，qs，*…， 
qs 的 变化 ， 将 其 除 以 dL 得 : 
” dx . OX, | gx ， dx, 
Li 一 gd tag, dt Tagqrd t at (2.11) 
在 (1.27) 中 没有 的 最 后 一 项 相当 于 (2.8) 的 F'(t). 之 所 以 不 将 它 
写 为 dx; /di， 是 因为 不 考虑 x; 通过 qj 电 与 1 发 生 依 和 站 关系 ; 仅 是 
对 直接 作为 变数 引入 (2.9) 的 ! 微 分 而 得 的 偏 微分 系数 ， 
那么 ， 根 据 (2.11) 与 (1.28) 同 样 可 马上 得 出 : 
91. dx, : 
gg} aa; z 
这 时 ，z2 可 看 作 4q1，…4qs，41，…:， ds， t 的 师 数 ， 
站 于 答 切 的 (1 303 到 信保 党 不 变 ， 10) 代 进去 得 : 
SW = 2 Fi dx = yp 3 ‘dqst DF < dat 


t=1 j=1 


因此 ， 使 用 与 (1. 0 它 能 写 为 
6W = Qsdqs+ PF Tt gt (2.12) 


右边 的 第 二 项 ， 以 图 2- 6 的 场合 来 说 ， 表示 的 是 从 动 的 支点 (通过 
线 的 张力 ) 在 dt 之 间 加 于 押 上 的 功 ， 因为 Qj 的 定义 相同 ， 故 
(1.34) 也 保持 不 变 ， 
从 (2.8) 的 例子 看 出 ， 由 于 动能 1 除了 qs、 1 之 外 还 直接 显 
会 故 共 饥 动量 
一 5 《1.35) 
也 直接 包含 i。 因 (1.28) 可 原封 不 动 地 使 用 ， 81-5 的 变形 式 子 也 
同样 成 立 . 人 
-Ems ms ue) 
也 能 照样 使 用 ， 另 一 方 醒 将 (2， 11) 的 i 收 写 为 j 后 对 qi 进行 妨 微 
' 1 . 


分 时 ， 与 前 面 不 同 ， 因 为 有 最 后 的 项 ， 故 成 为 


95 Gx) 2 9 (i ) 
9g agog. (* 9g \ di 


于 
= 和 gq. (90:) 和 + 91 (a ) 

由 于 x; 及 9xy /6g, 这 些 量 除 了 通过 qi (t)，4,(t),，…，4s(t) 形 成 
t 的 函数 之 外 ， 还 直接 依存 于 t， 所 以 考虑 到 : 
i Dg 十 
时 ， 上 面 的 式 子 ( 与 前 面相 同 的 形式 ) 可 以 写 为 

gz dg /dx; 
3g9 dt (9) 
将 此 代入 (1.41) 右 边 的 第 二 了 
= mit + 全 my 生生 


由 于 Q, 的 定义 保持 不 变 ， 让 过 的 如 一 项 为 Q 本 身 ， 第 一 项 表 
个 917/9q:， 所 以 最 后 这 个 式 子 变 为 


下 (这 )=9 5 ( 一 一 3 


村 (1.43) 形 状 相 同 。 五 可 以 知道 ， 势能 U 变 为 U(4qi， "sds, t)， 
(1.34) 成 立 ， 故 (1.43)~ 人 (人 1.47) 也 可 原封 不 动 地 使 用 . 

这 样 ， 拉 格 朗 日 做 法 的 实用 性 越发 变 得 明显 起 来 . 试 以 支点 
变动 的 摆 为 例 来 考察 . 若 用 牛顿 的 式 子 来 解决 时 ， 需 要 考虑 各 种 
各 样 的 问题 ， 且 易于 发 生 雇 误 ， 而 利用 拉 格 朗 日 方程 ， 可 以 如 下 
那样 完全 机 械 性 地 处 理 . 

动能 由 (2.8) 式 给 出 ， 势 能 为 

U=: mglicosd 


有 以 拉 格 庆 日 通 数 为 
:38 | 


L= (tl G2 216Pecos6 十 FE) 十 mglcosb 


峙 此 ， 
pe = 3 =ml*0+mlF’ cosb 
人 (3 一 Mil2b 二 IFEcosb 一 mlIF' bsinp 
57 =- miliOF; sing_ mglsing 
可 导出 运动 方程 


# 十 十 sing 一 一 -PF" cosg 


如 果 倾 角 在 任何 时 候 都 小 ( sin0 二 96，cos0 二 1) ,支点 运动 F(t) 为 
谐振 动 的 话 ， 设 F(t)=Acoswot， 则 成 为 熟知 的 受 迫 振动 公式 ， 


b+90=A0 cosot 


因为 F(t)==0 时 的 自由 振动 角 频 率 为 0。 二 Mg/1， 故 6 二 wo 时 ， 
2(b0) 成 为 振幅 气 ! 成 比例 增 大 的 振动 , 这 是 我 们 将 摆 拿 在 手中 播 动 
时 所 体验 到 的 . 

问题 2 ”不 用 拉 格 朗 日 方程 ， 怎 样 来 解决 图 2-6 摆 的 问题 ? 

问题 3 。 试 考察 被 约束 在 与 锁 直 向 上 的 轴 保 持 c 角 (<<x/2) .并 以 一 定 
的 角速度 @ 绕 该 轴 回 转 的 棒 上 的 质点 的 运动 . 
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$2-4 ”回转 坐标 系 与 洛 仑 效力 


当 约 束 条 件 直接 依存 于 时 间 
时 ， 笛 卡 儿 坐标 与 广义 坐标 间 的 
变换 如 (2.9) 那 样 成 为 直接 包含 t 
的 形式 ， 虽 与 约束 没有 关系 ， 作 
为 同样 包含 时 间 变 换 的 例子 ， 让 
我 们 来 考察 一 下 回转 坐标 系 . 

取 在 t=0 处 与 圈定 于 空间 的 
正 交 直线 坐标 系 X，y，% 一 致 ， 
以 角速度 @ 绕 g 轴 回转 的 坐标 系 
时 ， 


X=X' COSOt— y’ sinwt 
y=Xx Sinot 十 ycosoat (2.13) 
多 = : l : 
的 关系 成 立 .将 这 个 x'，y’，z' 作 为 广义 坐标 来 看 待 时 ， 
4 一 2 cosot YY sinot- wx sinot 十 ?cosaf ) 
一 2 Sinot 十 六 cosot 十 ofx: cos@t—y sinwt) 
二 名 


所 以 与 (2.11)3xt /3 相当 的 是 右边 (… ) 中 的 项 .人 为 
T= (4+ 十 7) 
= 2 mo yy' 3 ) 
十 Fm! (x’ “+y'’*) (2.14) 
势能 0 为 x-，y，z 的 函数 ， 在 回转 学 标 系 中 也 不 包含 $2' ,9' ,z!， 
.40 . 


寻 ( 引 )- 加 (37 )= (mt oY) 


gz 
dt 0 / 
: 一 1 — mowy z 
te 
二 (入 t \9Y 
= mi mov 
所 
责 ( 了 于 ) dt \dz" 看 
, 9U 
1 OL nowy’ 二 ?2X 一 Fr 
gx’ 了 
5 上 =— mo 十 各 OO2y 一 EF 
9y” 
9L aU 
Bg’ dg 


所 以 ， 拉 格 朗 日 方程 变 为 


和 2 | 
me = ,00 moy’ 二 :x 


3 (2.15) 
9U 2m92’ 二 mow?y . 15) 
mi# = gy" 
9U 
2 = 


可 的 拓 量 和 
小 为 上 而 没 Y 方 回 的 
一 科 里 奥 利 力 .采用 大 / 
右边 的 第 二 项 叫做 
2m(t' X ow) 这 二 者 均 重 
和 和 这 二 

形式 ， bt 
站 大 小 与 2 内 jj | osinb 成 比例 ， 其 中 ， 

|o2Sing ， 
和 的 离心 力 ,大 小 等 于 m|r' |@ 
.15) 右 边 第 三 项 是 熟知 "ersing, 
所 向 是 汉 交 加 转轴 Ce 组) 的 方向 。 到 是 内 
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产生 的 惯性 力 ( 表 观 力 儿 参照 《 力学》). / 
科 里 奥 利 力 是 依存 于 速度 的 力 ， 与 此 相似 的 是 带电 粒子 受到 
的 磁场 力 ， 具有 电荷 e 的 粒子 以 速度 v 在 强度 为 E 的 电场 ， 位 通 密 
度 B 的 当中 运动 时 ， 可 知 它 受 到 的 力 为 : : | 
F=e(E+vxB) . (2.16) 
这 叫做 洛 仑 兹 力 . 和 
如 果 B 是 # 方 向 的 均匀 场 
B.,.=8B8,=0, 及 .一 月 
由 于 (vxXB),=yB，(vxB), 一 - +B， 设 电 场 的 势能 为 BP(E= 
一 V@)， 带 电 粒 子 的 运动 方程 为 


9 中 . 
m+ 一 e 可 一 十 2 了 
9D ， 
9 中 
m2 ea 


将 它 与 (2.15) 比 较 时 ， 可 以 看 到 除去 离心 力 的 话 ， 则 对 应 得 入 
好 .由 二 离心 力 是 (2.14) 的 最 后 项 ， 汰 虑 到 科 时 奥 利 力 是 从 它 前 
面 项 导出 的 ， 可 以 看 出 能 导出 (2.17) 的 拉 格 朗 日 函数 为 


大 
a 
1 改 力 钱 } | a 
| 1 VY | 2 
( | ” 
| 8 ”1 
( io” | 
Up 
和 的 \ 
Sheff 
SS FE 人 ek 
/ 


立 2-8 洛 仑 效力 (e 盖 0 的 场合 ) 
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(十 如 十 各) 十 xy- yz ) 一 6 中 (2.18) 
例题 1 让 明 从 (2.18) 式 的 摘 裙 阴 目 函数 可 以 导出 运动 方 和 


(2.17)， 
[ 钥 】 因为 : | 
aL 
人 二 折光 一 ey, 9 m+ Eh 
所 以 
d /9LNV_  ， &B 
到 (各 )-” 于， 
d /9  ，，e 有 B 
a (5) mt 3 
d /9L\  。 
ar 92)" 
还 有 ， 


ay 2 dy " 
aL 30% 
ds “08 FP 


因此 ， 拉 格 朗 日 方程 为 
mz*=ek,+eBy, my=eb, eB:, m2=ek, 
从 而 给 出 (2.17)， 

间 转 坐标 系 场合 下 的 拉 格 朗 日 函数 是 从 (2.14)T 减 去 势能 
U(x，y, '#) 而 得 到 的 . 如果 的 函数 形式 是 VX 十 严 和 s 的 淆 数 
的 话 ( 对 s 轴 轴 对 称 ), 由 于 s 二 s，x 十 y'?=x? 十 y?， 所 以 如 
在 绕 s 轴 的 回转 下 不 变 ， 不 因 回转 而 产生 随时 间 的 变化 ， 

U(x, y, 2)=U(x', y’ 2 ) 
图 此 ， 拉 格 朗 日 函数 不 显 含 i， 呈现 
,43 . 


L(x ?as 志 1) 一 本 ( 富 十 办 十 关 ) 十 帮 o( 2 一 ?出 ) 


一 U(Cxyyys) 十 (2 的 项 } 
的 形式 上 标 “” 全 部 舍 去 。 
将 其 与 (2.18) 式 比较 ， 就 容易 导出 以 下 的 拉 蔓 尔 定理 ， 


处 在 关于 z 轴 轴 对 称 电 场 内 的 带电 粒子 系 上 ， 进 一 步 加 上 xz 方 
问 均匀 磁场 ( 设 磁 通 密度 为 B) 时 的 运动 ， 与 从 绕 s 轴 以 角速度 @ 二 
eB/2m 问 转 的 回转 坐标 系 看 到 B= 0 时 的 运动 相同 〈 在 覆 去 03 项 
的 近似 下 )， 


=eB/2m 称 为 近 奠 尔 频 率 . 
对 电磁 学 和 矢量 分 析 不 太 芍 练 的 读者 ， 旧 前 可 以 先 吴 过 本 节 的 
以 下 的 部 分 . 
为 了 表述 磁场 ， 多 半 采 用 满足 
B=rotA 

的 矢量 A(r,t)， 这 个 A 称 为 矢 势 . 

容易 确定 ， 由 

4 一 一 计 By， 4 一 本 B。， A,=0 


能 得 到 # 方 向 的 均匀 磁场 B. 
将 此 代入 后 ， (2. 18) 为 


L= (+9 十 2 ) 十 e(A。 5 十 A 十， 2) 一 4 人 


即 
工 := >m(#s+ y+27)+e(A.t)—eD : (2.19) 
可 象 下 面 那样 地 确定 这 个 式 子 对 于 更 一 般 的 徽 场 也 成 立 ， 由 
于 : : 四 
=mz+eA, 3 子 一 mg 十 eAy， D2 =mz+eA, 
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辣 的 -or 从 近 生 引 各 给 区 
y、s 分 景 也 类 似 ， | 
这 里 ，dAs /dt 与 94,/9t 不 同 在 于 是 否 考 诬 了 As(x,7,%,t ) 
的 x，?y，s 也 作为 ! 的 函数 一 一 随 着 带电 粒子 的 运动 一 一 变化 . 此 
外 ， 因 为 : 
9L ,94 = 了 9 中 


dx dx dx 
扶 以 对 < 的 拉客 关 站 方 各 为“ : 
人 


gg dx 
=—e(VP+ 叶 和 )。 十 eg(rotA)。 一 ez(rotA)， 
= ‘(VP+ 3A 本 十 e(r X rotA), 


利用 号 =rot 人 A 以 及 电场 随时 间 变化 的 表达 式 
oA : 
其 它 分 量 也 一 齐 用 矢量 记号 ， 可 得 ， 
mr*=éeLk+e(?*xB) 
右边 为 (2. 16) 式 的 洛 仓 兹 力 . (2. 19) 的 右边 最 末 一 项 为 该 场合 下 
的 一 品 . 
问题 4 拉 格 翩 日 函数 由 (2.19) 给 出 时 ，(1.48) 变 为 什么 样 ? 


S2-5 耗 散 图 数 


科 里 奥 利 力 和 磁场 产生 的 洛 仑 效力 ， 都 是 与 物体 速度 成 比例 
的 力 。 由 于 其 方向 经 常 与 速度 垂直 而 不 作 功 ， 因 而 ， 这 类 力 的 效 ， 
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果 是 以 (2.19) 式 右边 第 二 项 的 形式 被 引进 拉 格 朗 日 函数 中 . 

现在 让 我 们 来 考虑 存在 有 与 速度 成 比例 的 阻力 (或 者 摩 探 
力 ) 时 的 情形 。 用 笛 卡 此 坐标 来 表示 这 样 的 力 时 ， 设 和 为 正 的 和 
数 ， 则 有 : 

FPF, 一 一 2 (一 1,2，… 0] 
在 有 微小 位 移 dx; 、dx;,、…、dx;, 时 ， 这 样 的 阻力 所 作 的 (人 负 ) 
功 ， 根 据 (1.30) 应 为 
6'W=- o_ ki,dx, 


当 这 些 位 移 是 在 dt 时 间 内 由 于 运动 而 产生 的 实际 位 移 时 ， 将 其 除 
以 dt 而 得 的 : 


Dh 
就 表示 单位 时 间 由 于 阻力 而 失去 的 能 量 ， 将 它 的 一 半 改 变 符号 
p= Sk, 2 入 (2.20) 
定义 为 该 系统 的 耗 散 函 数 . 这 是 由 瑞 利 (Lord Rayleigh) 于 1873 
年 导入 的 . 
”利用 这 个 耗 散 函 数 D， 阻 力 可 表示 为 
oD 
Fe 一 一 33 


那么 ， 当 从 笛 卡 儿 举 标 转移 到 广义 举 标 时 ， 力 也 按照 (1.31) 而 变 
换 为 广义 力 ， 


9X， oaD Ox, 
QR os og 
在 这 里 利用 (1.28) 时 ， 可 变形 为 
dD oi 
Q， 2 gi 90 


所 以 ， 结 果 它 归纳 为 完整 的 形式 ， 
。 46 ， 


0 0D 
9g; 
阻力 以 外 的 力 能 由 势能 0 导出 时 ， 取 L=T 一 UU， 将 上 面 式 疗 
代入 (1.46) 的 右边 就 行 。 因 此 ， 这 种 场合 的 拉 格 朗 日 方程 取 


ja/aL aL ID 
二 (二 3g 二 机 7 一 
的 形式 . 


问题 5 ”在 用 平面 极 坐标 r .9 的 场合 ， 设 k= = ， 耗 数 还 数 恋 为 什 
么 样 。 试 根据 它 求 出 Q'r 与 Q'。， 受 到 有 心力 和 这 样 的 阻力 而 运动 的 质点 ， 
其 面积 速度 如 何 随时 间 变 化 ? 


(2.21 ) 


$2-6 有 欧 拉 角 


如 前 所 述 ， 所 谓 刚体 ， 可 以 认为 是 具有 构成 质点 间 的 距离 都 
保持 一 定 的 完整 约束 的 质点 组 。 其 结果 ,刚体 的 自由 度 就 变 为 6。 
这 是 因为 :名 能 确定 国定 于 刚体 上 的 正 交 直 线 坐 标 O' 一 nt 的 话 ， 
利用 确定 位 置 的 3 个 坐标 和 确定 O' 一 ént 方 位 的 三 个 角度 ， 
就 可 以 措 述 刚体 的 运动 。 经 常 使 用 的 三 个 角度 是 在 《 力学 》 中 导 
入 的 欧 拉 角 06，Y%g，y (图 2-9)， 本 节 来 考察 将 它们 作为 广 义举 标 
时 的 拉 格 朗 日 方程 . 

现在 ， 设 0 乓 固定 ， 刚 体 运动 只 有 由 96、$、 随时 间 的 变化 
而 描述 的 转动 。 这 样 一 来 ，9 就 表示 绕 y" 轴 的 角速度 ， 少 表示 绕 2 
轴 的 角速度 ， 而 多 则 表示 绕 E 轴 的 角速度 。 角 速度 用 沿 该 加 转轴 
与 螺旋 前 进 方向 一 致 的 矢量 来 表示 。 因 而 ， 当 06，Y，% 同 时 存在 
时 ， 可 用 具有 它们 的 大 小 ， 而 分 别 沿 闭 y” 轴 、，s 畏 “上 轴 方 向 的 
矢量 ， 按 照 平 行 四 边 形 法 则 进行 合成 ， 设 合成 的 角速度 矢量 为 @ 
时 ， 利 用 各 个 轴 之 间 的 关系 ， 其 zx，y，# 分 量 由 

w=— sing+ Ysinbcosg 
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图 2-9 欧 拉 角 
0 一 Cecosb 十 2singsind (2.22) 
,= $y$coso 
给 出 。 同 样 将 @ 分 解 为 5E，n7， 分量 的 话 ， 有 有 、 
we= Gsinb — psinb cosy 
oy = Ocosy+i+ psindsiny : “(2.23) 
we=Ypcos0+y» 和 / 
这 由 O 〇 -xys 与 OQ-&nt 的 关系 是 很 
容易 看 出 来 的 。 
问题 6 项 角 为 60"， 底 面 直径 
为 ! 的 正 辐 锥 ， 在 水 平面 上 均匀 (图 中 
的 $= 1 恒定) 滚动 ， 将 其 用 欧 拉 角 表 
坟 时 是 什么 样 的 人 情况? 此 外 ， 在 这 一 
有 瞬间， 图 中 P 点 具有 的 速度 是 多 少 ， 
作为 欧 拉 和 角 的 应 用 例子 ， 我 
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们 来 讨论 《 力学 》 第 七 章 中 出 现 的 陀螺 运动 . 若 将 欧 拉 角 看 做 广 
义 坐 标 , 列 出 拉 格 朗 日 方程 的 话 , 就 能 够 极 机 械 地 导出 运动 方程 . 

如 图 2-10 那 样 ， 考 虑 以 下 端 为 固 
定点 ,一 边 受 到 重力 一 边 回转 的 陀螺 ， | 
取 陀 螺 的 轴 为 5 轴 ， 并 取 固 定 在 陀螺 | 
上 ,通过 〇 与 其 垂直 的 上 轴 、? 轴 . 普通 | 
的 陀螺 都 是 使 得 绕 é 轴 的 转动 惯 量 与 
绕 n 轴 的 转动 惯量 相等 ( 轴 对 称 的 )， 
设 其 为 11 ， 而 设 绕 t 轴 的 转动 惯量 为 
1: . 根据 对 称 人 性 ， 惯 性 积 都 为 零 ，# 
nm，“《 轴 成 为 通过 O 的 惯性 主轴 .这 样 ， 图 “2-10 
这 个 陀螺 的 动能 如 《 力学 》(7.17) 式 所 示 ， 由 


T=3{h (oF+ oF)+1, 02) 


给 出 . 
将 (2.23) 代 进 这 里 得 ， 


7 一 了 人 (0 +$?sin?0)+1,($cos0+ $)?} (2.24) 


设 陀螺 重心 在 离 最 下 端 ! 的 地 方 ， 陀 螺 的 质量 为 于 , 则 势能 由 
U 一 Mglcosb (2.25) 


给 出 ， 因 为 在 L==T 一 U 当 中， 不 包含 $ 和 ， 故 可 知 它们 构成 区 
环 坐标 ， 人 


3 - =J$sin?0+I,($cos0 二 $$)cos90 二 a( 恒 量 ) 
/ (2.26) 
py=FF =Is($eos0+#) =b (人 恒 量 ) (2.27) 


现在 所 考察 的 问题 , 是 我 们 最 初 已 事先 说 明 的 完整 系统 ,约束 
与 时 间 无 直接 关系 . 因此 , 工 =T- 器 仅 用 0, (9, YW),9，$， 闻 来 
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一 一 一 


CRE OR 


? 课 间 小 起 
CE 


欧 拉 和 力学 


不 言 而 喻 ， 创 立 动力 学 的 是 牛顿 ， 他 对 《 目 然 哲 学 的 数学 原理 》 
的 叙述 ， 因 其 几何 学 的 文体 风格 而 使得 读者 大 伤 脑筋 。 现 在， 我 
们 读 起 来 就 更 不 乏 其 感 了 . 吹 拉 (Leonhard Euler，1707 一 
1783 ) 是 这 样 说 的 : 

“如 果 问 到 什么 地 方 需要 分 析 学 ， 邪 么 ， 力 学 正 是 特别 需要 
它 的 领域 、 读 者 相信 所 表示 出 来 的 命题 是 真理 :但 并 不 能 充分 明 
确 而 正确 地 理解 这 些 命题 。 因 此 ， 如 采 不 依靠 分 析 学 ， 不 通过 分 
析 的 方法 去 解决 问题 的 话 ， 只 要 将 同样 的 问题 稍 加 变化 ， 读 者 就 
不 能 够 独立 地 去 解答 ”. 

这 是 基于 他 上 自身 体验 而 提出 来 的 。 因此 ， 欧 拉 着 于 将 证 明 改 
写 为 分 析 性 的 方式 ， 他 在 4 力学 ?一 书 加 上 了 《分 析 力 学 揭示 的 运 
动 科学 》 的 副标题 出 版 ( 1736 年 ) 。 这 是 研究 质点 动力 学 的 书 . 
他 时 就 有 建立 -- 套 质点 、 刚 体 、 弹 性 体 、 流 体 。 质点 组 等 遍及 所 
有 范围 力学 理论 的 计划 ， 在 此 之 后 ， 他 又 导出 了 关于 非 粘 性 流体 
流动 的 基础 方程 ( 欧 拉 方程 ) (1755 年 ) ， 导 入 了 转动 惯量 和 豚 
时 轴 的 概念 ， 创 立 了 刚体 力学 ( 1760 年 ) 等 ， 取 得 了 很 多 成 绩 . 
他 撰写 的 关于 力学 论文 积 市 籍 数目 超过 二 百 种 


人 


吉 示 ， 不 包括 t. 对 这 样 的 系统 ，$1 一 6 的 讨论 完全 适用 ， 所 以 能 
量 守 恒定 律 了 -UU = 上 ( 恒 量 ) 成 立 . 


zt (82: 十 gsing) 十 Ti (gcosb 十 及 31 :+ Mglcos0 = E(2.28) 


若 从 (2.26)~(2.28) 这 三 个 式 子 消去 $ 和 # 就 能 得 到 仅 售 9 和 6 
的 式 子 ， 对 它 求 解 ， 就 可 以 将 6 表示 成 9 的 函数 , 设 其 为 


则 根据 

db 

A 0) 
能 求 出 9(t)， 在 一 般 的 场合 ， 这 种 手续 需要 椭圆 积分 等 特 : 殊 图 
数 ， 并 非 轻而易举 的 事情 ， 对 于 若干 特殊 场合 ， 已 在 《 力学 》 的 
第 七 章 中 讲 过 ， 请 参照 该 处 、 

不 用 戏 3 的 拉 格 朗 日 方程 是 因为 使 用 能 景 守 恒定 律 来 代 善 了 

它 。 比 起 使 用 包含 6 的 拉 格 朗 日 方程 来 说 ， 利 用 已 将 它 积分 过 一 
认 而 仪 合 和 6 的 能 量 积分 (2.28) 要 省 事 得 多 . 


司 是 


i ， 民 为 二 、1， 质 时 为 Mi、 导 :的 刚体 棒 ， 其 一 端 疲 固定 于 轻 的 第 三 
个 维 性 球 上 ， 图 灾 的 方式 是 ， 两 根 互相 平行 ， 与 第 三 条 漂 王 直 ， 国 定点 间 
的 距离 为 4， 弹性 妾 的 两 端 被 文 涯 住 ， 保 持 水 平 ， 支 点 能 移 自 由 地 回转 . 刚 
体 鹿 儿 直 悬垂 的 状态 为 平衡 状态 ， 它 们 倾斜 时 就 父 生 振动 。 设 倾斜 是 在 垂 
直 于 弹性 棒 的 面 内 ， 由 于 倾角 0，b 不 相等 时 弹性 棒 将 发 生 扭曲 ， 所 以 对 
其 产生 与 9 一 成 比例 的 弹性 力 ( 握 矩 )， 请 写 出 该 系统 的 拉 格 良 日 函数 ,并 
导出 运动 方程 . 


| 


习 琶 1 习题 2 习题 3 
»， 半 名 为 a 的 均匀 圈 简 ， 轴 为 水 平 ， 被 放 让 半径 R 的 固定 半 简 面 的 内 
， 对 于 党 而 不 消 的 运动 ， 


5 


(a) 求 出 拉 格 朗 月 函数. 
(b) 求 出 运动 方程 . 
(c) .计算 在 平衡 位 置 附近 的 微小 振动 的 周期. 
假设 R>a, - . 
3. 长 为 [的 轻 质 刚体 棒 ， 一 端 固 定 质 基 为 mm 的 重 物 ， 另 一 端 用 光滑 的 
合 页 连 于 活塞 的 上 端 ， 当 活塞 上 端 铅 直 地 进行 acoseot 那 样 的 振动 时 ， 乔 与 
锅 直 方向 间 的 价 角 6 将 遵循 什么 样 的 运动 方程 ? 


52， 


第 三 章 ” 变 分 原理 


在 物理 学 的 基本 定律 中 . 诸如 几何 光学 中 的 费 马 原理 ( 光 饮 
择 所 和 需 时 间 最 短 的 路 径 ) 那样 以 “使 某 个 量变 到 最 小 或 者 最 大 而 
成 立 ” 这 种 形式 表现 的 场合 是 很 多 的 . 从 这 样 的 见地 来 改 述 力学 
的 原理 ， 也 将 为 我 们 提出 一 种 新 的 展望 . 


$3~1 欧 拉 方程 
有 曲线 y==f(x) 时 ， 该 曲线 在 x=a 到 x=b 之 间 的 长 度 是 将 
ds=/(dx)’?+dy’= 1+(2) a 
在 区 间 ( a,，b ) 中 积分 而 得 到 的 : 
1= [viriry dx 
其 中 ， 7 = 人 


此 外 ， 沿 着 该 曲线 存在 线 密 
度 ( 每 单位 长 度 的 质量 ) 为 
0 的 链条 时 ， 取 ?y 轴 狼 直 向 
重力 势能 可 用 图 3-! 

U= | ogyds= cg| y、/ 1+y': dx : 
来 计算 . .在 上 例 中 ， 被 积 函 数 仅 用 > 和 y' 表示 ， 也 可 以 考虑 有 包 
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合 x 的 例 卫 ， 
这 样 ， 当 考虑 在 x 的 某 个 区 间 将 xz 和 ?以 及 的 函数 F(x， 
y，y”) 一 一 归根 结 落 成 为 的 函数 一 一 进行 积分 而 得 


(3.1) 


时 ， 它 的 什 将 随 着 ?= /x ) 的 元 数 形式 如 何 而 不同、 这 时 ，1M 做 
函数 y= 二 f(x) 的 泛 库 .可 以 记 为 I[y] 来 表示 它 . 随 著 x 值 的 不 同 ， 
y 取 不 同 什 的 是 为 函数 ， 而 出 于 函数 形式 的 不 同 ，T 取 不 同 的 价 ， 
则 是 泛 函 . | 

在 取 哆 数 的 极 大 或 极 小 值 ( 一 般 为 平稳 信 ) 时 ， 在 其 附近 ， 
使 x 变化 dx， 则 与 之 对 应 的 y 的 变化 dy 二 ( dy/dx ) dx 为 伶 . 同 
御 ， 在 改变 不 同 的 y(x ) 函数 形式 以 求 1 值 时 ， 若 找到 了 使 这 个 
I[y] 值 为 极 大 或 者 极 小 (平稳 什 ) 的 (x) 的 形式 ， 利 用 那样 的 孙 
数 1s( x ) 求 得 I[f,(x)] 时 ， 那 么 ， 用 与 这 个 f(x ) 稍 有 偏离 的 
函数 1( x ) 计算 得 到 的 1[f(x)] 与 它 之 差 一 一 将 其 称 为 赛 分 ， 记 
为 01 一 一 将 变 为 零 ，. 

6I=I[f (x)]- 1lfa(x)]=0 7» 


那么 ， 怎 么 样 来 求 这 7 
样 的 函数 fx) 呢 ? 如 一 

果 拿 住 长 度 一 定 的 链条 两 
喘 的 话 ， 链 条 将 取 使 重力 
势能 变 至 最 小 的 形状 ， 那 
将 是 什么 消 状 呢 ? 另外 当 
两 端 给 定时 ， 人 所 皆 知 ， ”图 3-2 如 果实 线 的 函数 使 1 为 极 大 或 极 小 ，- 


| 
是 
下 
L 
f 
oO 


连接 它们 的 曲线 当中 ， 长 那么 取 与 其 稍 有 不 同 的 虚线 所 示 的 
度 最 短 的 是 直线 .然而 ， 熙 数 ，[ 引 会 取 相 同 的 值 


。 84 ， 


怎么 样 玉 态 这 这 一 点 晓 ? 解决 这 类 问题 的 就 是 变 分 法 . 

现在 ， 设 I 由 ( 3.1 ) 式 给 出 ， 将 用 fs( x ) 求 得 的 y 和 y'， 也 
就 是 f(x ) 和 fa。 (x) 代入 《3.1) 计 算得 到 I[f，j. 

Lfn]=| F (x, y, yy )dx 

设 使 用 与 f(x ) 稍微 不 同 的 f ( x ) 求 得 的 y 和 yY ， 也 就 是 

f(x ) 和 f(x) 为 y 十 6y，y' 十 6y'. 
f(x)=f, (x) +oy, f(x)=f% (Cx) +oy 
用 这 个 f(x ) 计算 得 到 [让 为 
I{ fi | F(x,y+oy,y’ 十 6y )dx 


对 于 4 和 2% 之 间 所 有 的 zx 计算 下 (x，? 十 6y,y 二 6y’ )， 再 将 其 积 
分 ， 这样 ， 变 分 561 可 表 为 


b 、 b 
=| F (x,ytdy,y 十 Gy ) az- | F(x,y,y )dx 


=[ | 《X337 十 dy，7 +oy )- F(x,y,Y’ ) dx 
然而 关于 三 个 变数 x，y，y 的 函数 F ( x，7，yY ) 一 一 
例如 ys 1 十 yy ， 如 果 6y 和 6y' Wk 

F(x,yt+oy,y +6y’ )=F(x,y,y' )+- 63 十 
成 立 ， 所 以 上 面 的 5 能 写 为 
6 一 | (B26y + 2 6y dx (3.2) 


在 考虑 由 fn(x) 稍 稍 偏 离 的 f(x)=f,(x) 十 by 时， 只管 么 取 
都 可 以 ， 象 图 3-2 的 虚线 那样 取 也 好 . 反 过 来 ， 左 边 较 fs 往 王 ， 
右边 较 f 往 上 取 也 可 以 ， 上 下 起 伏 波动 更 大 也 没有 关系 .这 
样 ，97 能 够 任意 取 ( 但 要 微小 )， 但 同时 ，6y' 却 不 可 以 同样 任 
意 选 到 ,6y" 是 由 67 的 到 法 而 确定 ， 从而， 可 求 出 6y' 与 6y 的 关 


*。 与 SS 。 


oF 
oy 


6y =f (x)- fn(x) 
d d 
= fx) fn(x) |= 07 


将 其 代入 (3.2 ) 式 右边 第 二 项 ， 应 用 分 部 积分 可 知 ; 
ooF、，，， foF7a 
3 Oy' dx 一 | 3 了 (二 6y)dx 
OF aF 
= | ay "| -| (ay jayax 
已 经 讲 过 ，0y 的 取 法 是 任意 的 ， 让 我 们 象 图 3-2 的 虚线 那 
样 ， 在 两 端 x*=a 和 x 二 b 外 ， 选 取 f 和 ff 一致 .那么 ， 


将 这 样 得 到 的 结果 代入 ( 3.2 ) 5 ye 


5 [ay da(ay )]eras 


如 前 所 述 ， 由 于 Gy 是 任意 的 ， 刀 使 对 于 例 示 出 的 各 种 6y 选 取 方 
法 中 的 任 一 种 都 有 61= 0 ， 就 是 加 在 y 二 f。( x* ) 上 的 条 件 . 为 
此 ，3 二 f(x ) 对 a、5b 间 的 所 有 x 均 必 须 满 足 


十 (了 7 六 二 ”~。 


(3.3) 
于 是 ， 求 使 7 取 平稳 值 的 函数 y= f(x ) 的 问题 ， 就 归结 为 寻找 
满足 (3 .3) 的 函数 问题 ， 将 这 个 《3.3 ) 称 作对 变 分 问题 61= 0 的 
炊 拉 方 种 . 

例题 1 试 求 连接 xy 平面 内 两 定点 A、 B 的 曲线 当中 长 度 最 短 
的 曲线 . 

"这 种 场合 的 1 为 


b 
=| 1 十 > ”dx 


所 以 ， 
F (xy yy ) 一 [1 十 7 


因此 ， 
oF ) aF _ yy 
dy 1 Gy’ /ly ’* 
欧 拉 方程 为 
dy 一 0 
dx、/ ! 十 > “ 
得 到 
y 一 一 ” ”一 
THY 浓 数 … y》 但 量 
满足 它 的 y= 二 f(x ) 为 x 的 一 次 式 : 
“y=Cx+D 


也 就 是 直线 . 使 之 通过 A、B 两 点 即 可 确定 C、D. i 

例题 2 有 高 度 不 同 的 两 点 A、B. 最 初 静 止 于 高 的 A 点 一 方 
的 质点 ， 在 重力 作用 下 沿 光 滑 曲 线 
滑 至 B 点 时 ， 所 需 时 间 最 少 的 是 什 
么 样 的 曲线 ( 称 为 最 速 降 线 brac- 
histochrone ) ? 

[ 解 ] 取 A 为 原点 , 铝 直 向 下 
为 x 轴 ， 取 3 轴 在 水 平 万 向 ， 并 使 B 
点 食 于 xy 面 内 .在 下 降 了 x 的 地 方 ， 
质点 具有 速度 /29z  ， 所 以 下 滑 
微小 长 度 


de/drr Fa /TTY dx 
所 需要 的 时 间 为 i 


' 97 . 


ds /ity? 
di=—= /ogx V ogx dx 


因此 ，、 问 题 在 于 求 出 使 


作 册 (3.3)。， 可 得 到 : 
dy 
dxV xCTy 7 xz(Cty 7 一 下 事 
设 右 边 的 常数 为 1 /2a 时 ， 有 : 
dy x | 
dx V a—x ~ 
沿 闭 y 轴 滚动 的 半径 为 a 的 圆周 上 一 点 撒 纵 出 的 摆 线 (通过 原 扣 )， 
如 时 06 为 加 转角 时 ， 可 用 
x 一 4a(i 一 cos0)，? 一 a(8 一 Sinb ) 
来 才 承 。 将 由 
0 一 asing， y= a 1 一 Cosf ) 
ay_dy/d0 1 一 cos0 
dx dx/dy sin8 


用 x 表示 时 ， 训 以 看 出 有 : 

dy __ x 

a 2a 一 x 
因此 ， 求 得 的 最 速 降 线 是 搜 线 . 6 的 值 是 使 之 通过 B 而 决定 的 (这 


个 问题 是 1696 年 约翰 伯 努 利 提出 的 ， 作 为 建立 变 分 法 的 基础 ， 
在 数学 史上 上 很 有 名 ). 


的 


得 到 的 


2 


8 课 间 小 起 ? 
2 


等 周 问题 和 变 分 法 


“ 求 出 具有 给 定 周 长 的 平面 图 形 中 面积 最 大 者 ” 或 者 * 可 
具有 给 定 次 徐 机 值 的 立体 中 体积 最 大 省 ”这 一 类 问题 称 为 等 周 问 
题 、 许 多 数学 家 进行 了 研究 ， 在 古代 就 弄 清 了 这 个 问题 的 答案 是 | 
加 和 球 ， 提 点 减 类 问题 ， 引 起 了 数学 家 的 注音 ， :并且 不 立 起 由 欧 
拉 积 拉 格 裔 用 创立 的 变 分 法 基础 的 人 ， 是 瑞士 的 伯 努 利 吕 第 . 
弟弟 约 葵 . 伯 努 利 研究 的 等 周 问 题 是 最 速 降 线 ，brachist- 
ochrone 这 个 名 称 是 希腊 请 的 PoaXxrsros(“ 最 短 的 ”意思 ) 与 
Xp6yos ( 时 间 ) 组 合 而 成 的 词 ， 他 发 现 答案 时 ， 较 里 当 时 前 身 六 
惯 ， 将 这 个 问题 通知 了 爹 世 界 优秀 的 数学 家 ， 所 出 挑 虐 ， 让 大 家 
镶 解 看 ， 莱 布 尼 兹 (Leibniz ) 接 到 了 通知 ， 在 当 夫 之 中 解决 了 
这 个 同 题 哥哥 杰克 “. 伯 努 利和 和 牛顿 岂 发 现 解答 应 为 摆 线 . 
然而 ， 关 于 摆 线 ， 已 由 惠 更 斯 ( Huygens ) 详细 地 进行 了 
-研究 ， 兽 清 了 在 该 曲 组 上 使 质 点 从 什么 网 方 滑落 ， 其 下 落 时 间 痢 六 
相同 ， 所 以 约翰 - 伯 努 利 为 之 惊叹 不 已 ， 皖 线 振子 的 严格 等 时 性 … 
已 为 人 所 热 知 ， 根 据 这 个 理由 ， 建 得 斯 将 该 曲线 命名 为 等 时 曲线 
tautochrone ( rayr0， 相 同 的 瘟 想 ) 
最 初 列 举 的 自古 就 有 父 等 唤 问 逢 是 “具有 绘 定 网 长 ”的 附 基 
条 件 的 变 分 问题 ， 针头 它 闪 所 请 符 定 采 数 法 是 由 拉 格 明日 起 出 来 
的 ， 本 书 由 于 没有 使 用 的 必要 ， 故 不 加 叙述 . 人 


$3-2 四 


“在 上 节 中 考虑 了 一 个 函数 yf ( x ) 的 泛 函 情况 . 有 页 个 吕 
上 的 函数 yy 二 f(x)，y, 一 g(x 人 给 出 它 
们 以 及 其 导 沽 数 y 1 二 人 (x) ys 二 g (CX) ys =h’' (x) 
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的 沙 数 《 结果 仅 为 x 的 函数 ) 
F(x,yi,y,, 机 yu yy Y's ‘5, y。 ) 
时 ， 很 容易 将 其 扩展 到 求 出 ， 使 积分 
| Fy “9 ya sy sy “""s y's»)d” 
取 极 值 的 (x ) ，g 《x* ) ，…，h ( x ) 的 变 分 问题 - 
设 : 


aF dF ，， 
sI=| > (sy 十 3 刀 Oy )ax 


-Tr Er dx (gy 一 )]ey ax 
可 得 到 欧 拉 方 程 一 联 立 微分 万 程 : 


d (3F oF 
-0 (i=1,2. 《3.4) 
(By dy (i Mi | ( 


想来 ， 读者 早 就 注意 到 了 这 个 欧 拉 方程 与 拉 格 朗 日 运动 广 
程 ( 1.45 ) 正好 是 一 模 一 样 ， 只 要 将 符号 象 下 面 那 样 对 应 起 来 就 
可 以 : 


Fes 
Xt 
yx) gs (£) 
/ ?了 s(x) 9 (£) 
也 就 是 说 ， 所 谓 拉 格 朗 日 运动 方程 ， 无 非 是 对 
s|'L (gg qq dnst )dt=0 和 (3.5) 


这 个 变 分 问题 的 欧 拉 方程 ， 积 分 上 下 限 取 运动 过 程 中 的 任何 时 刻 
部 可 以 ， 这 件 事 志明， 服从 拉 格 朗 日 运动 方程 的 运动 一 与 遵循 
牛顿 运动 定律 的 运动 相同 -一 变 成 了 使 


| L (gy .gga 9 gst )dt ( 3.6) 
| 


，.60 。 


取 极 值 的 运动 也 就 是 说 ， 能 够 实现 的 运动 是 满足 (3.5 ) 那样 
的 运动 。 这 称 为 上 哈密 顿 原 理 . 
例题 1 一 维 简 谱 振 子 的 拉 格 妆 日 函数 由 
2 2 2 
| 了 一 本 3 x 
给 出 ， 拉 格 朗 日 运动 方程 mz= 一 mw? x 的 解 由 
x=A sin ot ( 周期 = 之 ) 
给 出 .将 这 个 x( 昌 在 区 间 0 过 i 过 x/w 中 近似 为 拖 物 线 有 
(一 
其 中 ， 系 数 的 确定 是 使 在 t=x/2@ 的 x1 的 极 大 信和 与 x 的 值 极 大 一 
致 . 试 对 这 个 x(t) 和 x (t) 来 验证 
| Lx)dt<| L(x,,£, ) dt 


实 线 ASm ot 
虚线 (5) 


A i i wh win i i Es i 


0O zz -8 二 
eo 2 ew Dd 
| 图 .3-4 
x dA t 
27 


末了 人 0 ee 人 的 和 分 末 只 客人 


* 6t 。 


中 ti— wx? ) dt=0.0055mA’w 


蕊 上 可 看 出 ， 对 x 一 4A sin wt 有 ; 
3) so ) dt= Aro, cos ot— sin +ot)dt 
eh 0 一 
= 了 4zo?| cos 2otdi 一 -一 A2o Sin 20+ 
2 0 2 四 
Pi, 1 0% : 
Wi (#*— Ox?)dt= "Aro sin A= 0 
此 外 ， 
2 (240ix3)dt=0.253mA?o 
"| (#2— wx? )dt= ， mA’?w 
万 论 对 峙 一 个 来 说 ， 将 x(t) 二 A sin wt 代入 后 都 变 小 . 
汪 力 不 为 保守 力 ， 包 含 着 拉 格 朗 日 函数 上 中 没有 的 部 分 时 ， 
已 功力 程 山 (1.46 ) 式 
ad/9L aL ) 
(2)- oaq, =Q 
从 出， 导出 它 聘 变 分 原理 为 
| ( dg) ,4 1 9""* 2n ) 十 2 Q 0g, ldt=0 (3.7) 
与 前 相同 的 讨论 方法 ， 能 写 出 
3 aL a 
dL= 
ER 和 EN 在 分 部 积分 之 后 成 为 


各 对 94， (of )+Q' jsadt= 0 


所 人 因此 须 为 替 ， 从 而 得 到 (1.46 ) 式 . 在 保守 力 情况 


+ 62 . 


下 
9U 
Ge 一 一 99, 
故 可 归纳 为 


2 4， 0d， =— a6 6q; 一 一 4U 


而 在 非 保守 力 Q' 的 场合 ， 不 能 写 出 
: > Q46q =6(…) 

因此 ( 3.7 ) 不 能 写成 

5 Co 的 务 著 ]a 0 


的 形式 .不 将 ( 1.32 ) 式 等 的 元 功 写 为 4W 或 8W 而 设 为 6'W， 
就 是 因为 其 没有 4 或 4 的 函数 微小 变化 〔 全 微分 ) 的 六 义 ， 


S3-3 ”最 小 作用 原理 


让 我 们 回 到 约束 条 件 不 依赖 于 i， 不 直接 依存 于 速 度 $ 和 
的 简单 场合 . 设 不 能 包含 于 上 =T 一 妃 中 的 非 保 窄 办 也 不 存在 . 可 
以 有 完整 的 约束 力 . 

在 这 样 的 体系 中 ， 由 $1-6 看 到 ， 邮 是 守恒 志 全 7 二 成 
立 . 这 样 可 以 知道 ， 在 运动 的 过 程 中 

ET—U=2T~(T+HU)=2T-E- 9.4) 

成 立 。 本 可 
在 研究 哈密 罩 原 理 时 ， 假 定 过 稍 许 偏离 可 能 实现 运动 的 运 
动 ， 在 可 使 之 任意 变化 的 那 种 运动 中 ， 不 能 保证 能 量 守 恒 . 于 
用 $3-2 例 题 : 人 


T+U= ， mz? 二 (i= 1,2) 


” fh3 ， 


的 话 ， 马 上 就 可 明白 这 一 点 . 但 是 ， 在 考虑 哈密 顿 原理 时 ， 没 有 
必要 限制 选取 6q, 时 要 使 其 不 与 能 量 守恒 定律 发 生 矛 盾 . 
如 果 在 能 够 实现 的 运动 中 ,(3.8 ) 经 常 成 立 ， 若 考 碟 与 能 量 
为 E 这 个 条 件 不 矛盾 的 微小 变化 的 话 ( 6E= 0 )， 则 有 
引 Lat=26| ‘Tdt= 0 
所 以 ， 所 谓 能 够 实现 的 运动 是 满足 站 
s| Tat=0 : (3. 9) 


的 运动 . 这 样 的 结论 对 不 对 呢 ? 实际 上 ， 这 个 结论 是 没有 错 的 ， 
但 中 途 的 推论 过 分 简单 ， 并 不 正确 . 我们 来 讨论 一 下 理由 。 “- 

在 相同 的 能 量 条 件 下 ， 为 了 实现 与 实际 上 能 够 发 生 的 运动 稍 
有 不 同 的 运动 ， 要 怎么 办 才 行 呢 ? 例如 说 ， 设 在 自由 的 抛物 运动 
中 ， 质 点 代购 由 A 到 B 的 飞翔 物体 时 ， 沿 着 与 该 抛物 线 狠 许 偏离 
的 曲线 ( 窗 3-5 的 虑 线 ) 固定 一 条 光 清 的 金属 丝 ， 淮 备 一 个 有 汽 
的 物体 作为 质点 ， 金 属 丝 通过 了 我， 可 以 在 A 给 一 个 与 做 抛 物 运动 
时 相同 的 初速 度 使 之 顺利 地 滑行 到 B. 这 时 由 A 走 到 B 所 需要 的 时 
间 当 然 与 抛物 运动 所 需 时 间 不 同 。 这 种 场合 ,与 图 3-2 对 应 的 不 是 
图 3-5， 沙 注意 横 轴 为 t+、 纵 轴 为 x 或 者 取 y 的 t 一 x，t 一 ?图 时 ， 象 
图 3-2 那 样 使 两 端 一 致 是 不 可 能 的 事情 . 

例题 1 试 比较 一 下 以 初速 oo， 与 水 平成 30* 的 方向 上 抽 物 体 
青 次 恢复 到 相同 高 度 的 抛物 运动 与 沿 着 联结 发 射 点 、 最 高 点 、 闭 
地 点 的 折线 ， 使 之 以 初速 度 ? ,平滑 运动 这 两 种 场合 的 情况 。 

[ 解 ] 自由 抛物 运动 有 | 


Ut pi } t "iE Mr t 


客 易 求 得 : 
最 商 点 的 高 度 hh= 


，6# 


到 达 最 高 点 所 需 的 时 间 t = 也 


从 发 射 点 到 着 地 点 的 距离 != V3 


与 这 条 抛物 线 和 h 以 及 一致 的 折线 ， 对 水 平 约 成 16°6 的 角 ， 到 
达 最 高 点 所 需要 的 时 间 为 0.4830o/g9， 可 知 它 较 之 . 抛 : 物 :运动 要 
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短 ， 其 结果 ， 喜 示 于 几 3-5 中 ， 

这 样 ， 由 于 所 需 著 的 时 间 不 同 ， 所 以 ， 在 使 实际 运动 路 径 上 
的 各 点 与 假想 仿 离 的 路 径 上 各 点 一 对 一 风 对 应 时 ， 恕 没有 道理 采 
用 相同 时 刻 的 点 。 可 以 认为 两 端 是 对 应 的 ， 当 然 应 该 使 出 发 是 在 
同一 时 交 ,， 但 关于 中 途 的 情况 ， 如 果 是 图 3- 5 的 情况 ， 使 xz 相同 
( y 不 同 ) 的 点 对 应 也 行 ， 使 ?相同 ( x 不 同 ) 的 点 对 应 也 没有 什 
么 不 行 ， 总 而 言 之 ， 要 取 适当 的 、 尽 量 近 的 点 来 使 之 对 应 

用 角 卡 几 坐 标 来 考虑 , 设 与 实际 路 径 上 上 光 点 x1(t),x,(1t),…， 
xb 对 应 的 假想 路 径 上 的 点 为 xz ()xs ( 纪 )， ,Xn(t'). 因 
为 中 是 恒 量 ， 故 这 出 的 速度 2 (1) ，…， 2 (2 (t) 
2,《t”) 也 可 单 值 地 确定 。 凡 

O27 (1) =#1 (1 ) z(t)= A 一 上 

来 定义 62, Ct)， 这 样 一 来 有， 


82 (t) = 9 {x (t) + 6x, On 


dy (t)+ ox.,(t)}— 


= dt 
dx,/dt _ 
一 二 (ge |) + a o* (1) 
今 ft' 二 t 十 60t, 则 有 
dt' = dt+d(dt) 
所 以 有 ， 
1 (a) le ) 
dt’” dt+d(dt) dt "| dt | 
因此 ， 


dl(6t) dd | 
62 (1t)= - tC) + 人 ( 3.10) 


在 最 后 的 项 中 ， 咯 去 了 高 级 无 穷 小 量 ， 将 d/dt' 换 为 d/dt. 
我 们 要 考虑 的 是 将 动能 T 从 t 到 ts 积分 而 得 的 结果 的 变 分 
一 一 由 于 路 径 的 变化 而 产生 的 积分 的 变化 。 
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"Ff Mi: 
| "Tat | Ta | ‘Tat 


将 右边 第 一 项 的 积分 变数 由 t' 变 为 t. 为 此 可 利用 人 4 一 全 下 和 全 
进而 设 工 = 了 十 0 ， 信 : 


外 ‘Tdt=| "(T+6T){dt+d(6t)) | ‘Tat 
: =| Tao)+| 67dt (3.11 ) 
略 去 了 高 级 无 穷 小 暑 . 
在 笛 下 于 坐 未 由 ,了 一 Dm, 23， 所 以 它 的 微小 变化 可 丧 
未 为 
HT= mtidi, (= Dm ti (1)oz (t) ) 
和 将 章光 的 (3.10 ) 代 进 这 里 得 ; 
6T= Sms?, D4 m, t, (t ) $6, (1) 
所 以 : 
| 6TH | ‘2Td(6t) + > 上 mt, (t ) 6x, (1)dt 
将 右边 第 -项 进行 分 部 积分 ， 在 两 端 有 由 0x,; 二 0 的 条 件 ， 则 有 
| ‘6Tdt= -| ‘2Td(6t) -| ‘Sm, ,Oxs dt 
这 里 ， 着 眼下 了 mi 和 6xi 一 > Pox;,， 由 于 平滑 的 约束 力 不 作 
功 ， 故 利用 可 将 下， 仅 认为 是 保守 力 这 一 点 而 写 出 ， 
Pidx, =—— Deo =. 6U 


现在 老 培 的 变 分 是 使 十 U 保 灶 便 定 ， 所 以 有 --6U0=6T， 结果 ， 
上 式 破 为 
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t 
| ‘20Tdt= -| ‘oT'd(6t) | ‘dTdt 
t 1 ti 


故 可 知 ; 
| ‘oTdt+| “Tqd(61)= 0 

将 其 与 (3.11 ) 比较 得 : 

| ‘Tdt= 0 (3.12) 
这 个 式 子 表示 : 在 受到 与 时 间 无 关 的 完整 约束 的 质点 组 上 ， 有 保 
守 力作 用 时 ， 其 可 能 实现 的 运动 是 在 其 附近 考虑 到 的 相同 机 械 能 
量 的 各 种 路 径 当 中 ， 能 够 满足 (3.12 ) 式 那样 的 运动 . 

将 


| “oTat (3.13) 
叫做 由 t, 到 ts 所 取 的 作用 积分 ( 或 者 作用 ), 故 上 述 原理 叫做 最 小 
作用 原理 . 《 请 注意 ， 有 的 人 将 | Let 做 作用 ) 


$3~4 与 费 马 原理 的 比较 


让 我 们 来 考虑 受 保守 力 而 运动 的 单个 质点 的 场合 。 设 沿 着 轨 
道 的 路 程 测 得 长 度 为 s， 速 度 为 


_ds 
| “一 
所 以 用 能 量 守 全 定律 ， 
SA 
到 mm( 守 ) +U(r)=E 
就 得 到 : 


ds__ f2{E—-U(r)} 
dt V 1 
由 此 可 知 ， 上 用 与 出 
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d= Vag UG) 

“现在 的 场合 ， 最 小 作用 原理 能 写 为 

: 0 =6| 27dt=5| {EU(r)}dt 
(1 1 


将 上 式 代 进 这 里 的 dt， 再 除 以 Vm 后 得 到 : | 
| 'V (一 0 ds=0 (3.14) 


这 个 式 子 。 
在 几何 光学 中 ， 费 马 原理 将 反射 定律 和 折射 怎 律 汇总 起 来 ， 
并 将 其 扩展 到 连续 变化 坊 质 的 场合 ， 其 内 容 是 : “由 一 个 定点 发 
出 到 达 为 一 定点 的 光线 的 路 径 ， 是 对 两 端 国 定 耐 中途 进 行 连 续 的 
微小 变化 所 得 到 的 所 有 路 径 进 行 比较 ， 使 得 光 通 过 它 所 需要 的 时 
闻 变 到 极 小 ( 由 于 条 件 不 同 ， 也 可 是 极 大 ) 那样 的 路 径 . 设 作为 
位 置 函数 的 媒质 折射 率 为 r(r ) 时 ， 那 里 的 光速 为 c/n (cc 为 真空 室 
中 的 光速 ) ， 因 此 ， 人 
= 二 mr )ds 
由 P 点 走 到 QQ 点 所 要 的 时 间 为 
5 二 | -ar ) ds 
由 此 可 知 ， 费 马 了 原理 可 写 为 i 
6|。n(r ) ds=0 15) 
将 这 个 (3.15 ) 与 《3.14 ) 进行 比较 时 可 以 看 出 ， 在 质点 的 运动 
路 径 占 与 /2{E- U(r)} 这 个 媒质 中 的 光 程 相同 。 
还 有， 
6 |2Tdt=6 | mvrdt=0 | dt 
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所 以 最 小 作用 原理 可 写 为 
5 [mvads = 0 


莫 培 督 提出 了 这 种 形式 下 的 原理 ( 1747) . 欧 拉 和 哈密 顿 将 这 一 原 
理 进 行 一 般 化 ， 并 确定 了 最 小 作用 原理 及 哈密 顿 原 理 . 成 功 地 把 
力学 原理 表示 成 和 费 马 原理 相同 地 变 分 原理 形式 ， 


习 题 


1 关 虑 在 均匀 重力 场 中 质点 沿 铅 直方 向 的 上 下 运动 ， 设 在 时 茜 忆 和 ts， 
Y= 0. 这 时 假定 ， 
X(t)= C(t—t) (ti,) 
试用 它 来 计算 
s= | L(x,£)dit 


套数 C 可 根 块 哈密 顿 原理 用 使 5 取 极 值 (这 一 情况 下 为 极 小 亿 ) 的 条 件 寺 
定 。 试用 此 法 确定 C. 

注 ， 这 种 场合 ， 由 于 x(t) 为 {的 二 次 式 ， 故 在 此 假定 下 能 求 出 正 确 的 
x(t)， 作 为 恋 分 原理 的 一 个 应 用 ， 在 正确 的 函数 形式 为 未 知 时 ， 可 以 假设 
一 个 估计 在 正确 解 附近 的 试验 孙 数 ,在 其 中 引入 木 定 的 参数 以 保留 调节 侠 
地 ， 选 择 该 参数 熏 得 用 它 计算 得 的 积分 取 极 值 而 近似 地 求 名 未 知 函 数 ， 如 
果 最 初 假设 的 试验 函数 形式 适当 的 话 ， 由 此 就 有 可 能 得 到 相当 好 的 结果 . 

2 . 单 把 的 正确 的 拉 格 朗 日 范 数 为 

Lo= ml*0:— mgl( 1 一 cos9) 
设 0 不 太 大 ， 将 cosb 悦 开 至 入 项， 有: 
2 a 
La mb.— mgl (:- 二 | 
车 会 去 84 项， 运动 变 为 6 (1) =sinwt 那样 的 简 谐 振动 ， 角 频率 osm 
/891 与 振幅 无 关 ， 保 持 恒定 (把 的 等 时 性 )， 

下 到 典 为 止 时 ，9() 不 是 简 谐 振动 ， 周 期 也 偏 高 2 Xx/we， 现 在 假设 取 

到 09: 为 止 时 试验 二 数 为 


得 7 者 


rr re re EF i ar ne ee 


Es, 


课 间 小 组， 


mT 5 


力学 中 囊 识 形态 争论 


受到 关于 光 的 费 马 原理 启迪 的 莫 涪 督 (Pierre Maupertu- 
isS，1698 一 1759)， 从 形而上学 的 、 当 学 的 论据 出 发 导出 了 质 
王 、 示 度 与 通过 距离 的 乘积 fmvds 在 运动 时 取 最 小 值 的 最 小 
作用 原理 。 最 初 的 “ 代 是 表述 出 只 有 它 才 能 显示 出 神 的 存在 和 先 
知 。 与 他 相 独 立 的 导出 适用 于 更 广阔 范围 内 正确 的 最 小 作用 原理 
的 是 欧 拉 ， 但 是 欧 拉 却 承 认 了 对 葛 搁 督 的 优先 权 . 

i8 志 纪 中 时， 支持 决定 论 、 叭 物 论 世界 观 的 与 信 率 中 的 沦 、 
神学 现 念 的 人 们 之 间 ， 就 最 小 作用 原理 展开 了 “意识 形 沪 ”的 
争论 。 殉 拉 支 持 葛 培 督 ， 与 沃 泰 尔 (Yojitaire ) 及 达 兰 贝尔 ( di 
Alembert ) 相对 立 . 争 论 的 结果 ， 最 小 作用 原理 从 形而上学 中 解 
放出 来， 在 次 名 的 《百科 人 全书》 的 “ 字 窗 论 ” 这 一 项 中 ， 达 兰 贝 尔 
强调 了 “这 是 完全 数学 性 的 原理 ” .最 小 作用 原理 不 久 又 由 拉 格 
朗 日 比 欧 拉 更 进一步 地 扩展 成 为 一 般 性 的 质点 组 的 形式 ， 有 了 国 


定 的 表达 式 . 


0(1)=Asinot 


:g/l1_A’ 
“yy (0 1 


。 71 ， 


一 


(i) 
@ 随 效 A 的 不 司 面 不同， 反 过 来 也 可 以 说 ， 可 通过 @ 来 确定 A， 现 在 ， 将 周 
期 变 为 2 T/ @% 的 (不 是 简 谐振 动 ) 振 动 象 ( 门 屠 样 近似 的 话 ， 在 一 个 周期 的 开 
始 积 终了 (t= 0 ，t= 2 AX/@) 时 ，( 站 与 正确 的 函数 一 致 ” 有 980)=98 
(2 XxX/@)=0.， 因此， 为 了 使 在 中 间 过 程 中 尽量 接近 正确 的 9( 引 而 确定 A， 
希望 利用 哈密 顿 原理 ， 试 通过 这 种 方法 导出 


第 四 章 ” 正 则 方程 和 正则 变换 


在 这 一 章 里 要 学 习 的 不 是 象 拉 格 朗 日 方法 那样 在 实用 的 计算 
当中 起 作用 的 内 容 。 其 目的 并 非 去 求解 问题 ， 而 是 研究 方程 本 血 
的 性 质 ， 和 弄 清 与 更 广泛 的 、 各 种 各 样 领域 之 问 的 联系 。 通 过 力学 
的 这 种 形式 也 可 以 与 量子 力学 和 统计 力学 联系 起 来 。 正 是 为 了 这 
个 目的 ， 我 们 请 诸位 学 习 本 章 的 内 容 ， 


834-1 广义 动量 和 循环 坐标 


今后 所 考察 的 仅 限 定 于 运动 方程 由 拉 属 朗 月 方程 
和 (六)- 关 一 0 (4.1) 
给 出 时 的 情形 ,讨论 完整 性 约束 力 ， 但 不 存在 必须 使 用 耗 散 孟 数 
那样 阻力 的 情况 ， 

在 第 二 章 已 强调 过 ， 使 用 广义 坐标 的 优点 在 于 易于 处 理 约 
束 . 下 面 我 们 将 要 考察 第 一 章 中 所 定义 的 广义 动量 

9L 
p, gg (4.2) 
的 使 用 价值 。 在 受 有 心力 而 运动 的 质点 的 场合 ， 平 面 极 坐 标 较 之 
笛 卡 多 坐标 更 为 方 使 是 由 于 | 
L=>m (2 十 7202 ) 一 U(r) 


其 中 含有 6 而 不 包含 9 的 缘故 . 为 此 ， 将 (4.1 ) 对 0 写 出 时 有 : 
d/ol.y 9L 
dt (38 ) a0 9 
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在 9 二 /99=: 6 情 演 让， 有 (dy/dt) pe 二 9， 故 能 够 直接 得 到 各 
分 : 
pe 一 恒 量 

根据 它 和 po 一 mrzb0， 可 以 说 9= ( 常数 ) /r*; 由 于 6 也 能 消去 而 
改写 为 ?的 式 子 ， 所 以 以 后 仪 需求 关于 r 《tt ) 的 方程 即 可 。 但 是 ， 
向 卡 儿 华 标 做 不 到 这 一 点 。 

自由 度 为 系统 的 拉 格 庆 日 活 数 为 L ( qi ，*……，4s ,41…,4s， 
t ) ， 除 去 以 后 需要 特别 注意 的 场合 ， 写 这 样 的 式 子 时 ， 将 {9;1 
和 {4 总括 起 来 用 49、4 表 示 ， 记 为 (4，4，t) 的 形式 。 这 样 ， 
存 L( 49，4，+ ) 不 包含 9; 时， 有 : 


所 以 车 与 有 心力 场合 时 的 po 同样 处 理 的 话 ， 对 于 完成 以 后 的 计算 
有 用 处 . 如 $1-6 的 末尾 所 述 ,这样 的 9; 叫做 循环 绕 标 。 与 (x,y) 
一 (人 7，0 ) 时 相同 ， 利 用 能 使 尽量 多 的 坐标 成 为 循环 坐标 的 q,， 
4:，…，4: 是 为 上 策 . 
与 此 相 联 系 ， 欲 充分 利用 广义 动量 的 特长 时 ， 可 以 采取 下 述 
的 哈密 顿 做 法 . 
)” 义 动量 由 (4.2 ) 所 定义 ， 上 为 L(gq,，9,， ti)， 所 以 pi 也 
为 4g、4 和 it 的 函数 ， 那 么 ， 列 出 (4.2 ) ， 将 联 立 的 f 个 式 子 ; 
P=p (gd, 1, qs Yi i Gs £) 
Pps =p, (qd 7 qs, Gi dr +) 
Ee 上 (4.3) 
ps=Ps: (qr, 7s qs di > ds:» t) 
着 作 关 于 未 知 数 4 ， "yg ;的 联 立 方程 求解 的 话 ， 则 @,， “ds 
可 作为 qi ，…，4s，P;，…，ps 和 t 的 函数 而 求 出 。 用 简略 记号 
号 出 的 话 ， 有 : 
4 =d (4q, bp, t) 


.vs (4.4) 
d= (gq, bp, t) 
例题 1 在 三 维 极 坐 乌 (7，9，$ ) 中 ， 对 于 力 与 速度 无关 
的 场 兮 ， 太 用 Pp,，po，pPs 来 表示 ?+，9，$， 并 用 它 将 TT 改写 为 
T(q， 了 ) 的 形式 . 
[ 鲜 ] 由 于 拉 格 朗 日 沙 数 为 


1= m( r+ri0+rig: sin*0)—U(r,0,6) 
所 以 和 (1.40 ) 式 表示 的 一 样 表示 为 
bp, =mr, po =Mmr 0 ps=mr:$ sin “0 


由 此 ， 
因而 


如 昌 是 有 心力 ， 8 于 U= U(r )， 撤 LL 二 TU 中 不 包含 $， 风 此 
为 乱 坏 坐 水 ，ps 二 单数 . | 

问题 1 ” 试 在 箔 卡 儿 举 标 中 求 出 在 磁 通 密度 8 二 rot4 给 出 和 的 位 场 中 运 
动 的 带电 粒子 (质量 疾 ， 电 荷 e) 的 广义 动量 .〈 对 电磁 学 和 矢量 分 析 不 阁 悉 
的 读者 可 以 略 去 此 题 .) 


$4-2 ”有 哈密 顿 正 则 方程 


前 面 在 $1-6 中 导出 了 能 量 守 恒定 律 ， 当 时 讨论 即使 有 完整 
约束 ， 但 它 与 时 间 无 关 的 情况 下 者 成立， 这 是 因为 在 该 场合 ， 
L(q,，g) 当中 不 直接 食 儒 it。 这 样 ，( 1.48 ) 式 除 了 关于 对 i 求 
各 守 为 :三 1，2，…，f 之 外 ， 完 全 原封 个 动 的 成立. 

和 Fe" . 


”因而 ， 也 包括 二 直接 显 食 ! 的 场 侣 ， 定 义 一 个 新 的 量 旦 = 
2 pid -L(g, 4¢， 上 ) ， 这 性 做 ， 互 就 能 用 { 如 },{q; }, {4;} 和 


来 表示 ， 所 以 用 (4.4 ) 、1q: 和 和 fb, } 来 表示 td 时， 后 变 为 
H(g, pp, t ). 


一 
et ) = > Pid; ~L(q,g,t) (4.5 ) 


将 它 称 作 系 统 的 哈密 顿 苗 数 避 哈密 瑟 最 . 
我 们 来 举 出 几 个 哈 窗 顿 委 竹 的 例子 ， 


一 维 彰 振 二 : 
因 为 ， 
[= > Mm? | ， MO x?， 力 :二 二 二 
所 以， 
i 1 
H= Pt mo x ( 4.68) 


三 维 有 心力 场 内 的 粒子 : 
若 参照 上 节 的 例题 ! ， 容 易 得 出 ， 


bs )+U(?) (4.6b) 


ll 2 1] 2 | 
Hs (Ptr7aDi+t rn :8 


?1 
”磁场 内 的 带电 粒子 ， 
参照 上 节 的 问题 1 ， 利 用 $2-4 例 题 ! 的 结果 ( 当然 ， 直 接 
从 (4.5)，《(2.19 ) 导出 也 很 简单 ) : 
H={ (Pb: eAs)*+ (pr eAs): 
+ (ps—eA, )’}+eD (4,6c ) 
在 力 依存 于 盖 度 的 场 售 ， 需 要 注意 p 不 等 于 m+， 矢 势 A 也 好 ， 标 
努 咱 也 好 ， 胡 是 x、y》、%、t 的 六 数 . 


* 79 ， 


通过 这 些 例子 可 以 看 出 ， 在 {x; } 和 {gy} 的 关系 中 不 直接 显 含 
tH ， 由 于 为 4 和， “yg 4 的 二 次 齐 次 式 ， 故 : 


有 成立 。 由 了 于， 


所 以， 
89,0 一 2T 


哈密 顿 函数 无 非 就 是 总 能 量 
H=2T-— (TU)=T+U -104.7) 

拉 格 有 表 日 运动 方程 就 是 对 于 险 密 顿 原理 的 欧 拉 方程 现在 
让 我 们 来 讨论 用 哈密 顿 函 数 表示 哈密 顿 原理 . 为 了 导出 拉 格 郎 晶 
方程 ， 设 求 得 的 能 够 实现 的 运动 为 sy (上 ) ， 在 使 中 途 的 路 径 由 
它 稍 许 改变 一 点 时 ， 利 用 |Ldi 的 变化 为 零 (6 | Ldt = 0 ) 这 种 广 
法 ， 这 时 改变 的 只 是 qi)， do2，…， 4d;， ¢1， dz， ,1 的 变化 64; 
利用 由 04, 得 到 的 值 ， 

哈密 顿 栅 数 是 gil， ds», '**» ds 与 如， Pp,, *…, Ps:——— 者 是 t 
的 函数 一 一 的 函数 ， 所 以 在 实际 运动 当中 ， q 的 变化 与 p 的 变化 不 
能 没有 关系 . 但是， 在 哈密 顿 函数 这 种 情况 下 ， 是 将 它 认 作 21 
个 变数 Qi，*"…，4s:s，P 了 1，*"…，P:( 由 于 约束 与 时 间 有 关 等 原 因 ， 
时 间 t 也 有 可 能 直接 包括 进去 ) 的 函数 ， 可 看 为 是 以 2f 个 变数 为 坐 
标 轴 抽象 的 2 f 维 空间 内 的 每 一 点 上 取 给 定 值 的 函数 . 将 这 个 2 
维 空间 称 为 相 空 间 . 例如 ， 在 一 维 谐振 子 情况 下 ， 由 于 哈密 顿 算 
符 由 ( 4.6a ) 式 给 出 ， 故 进行 能 够 实现 的 运动 时 ，p, 与 x 满足 ， 


1 2 mo° 2 二 
mr 十 2 ™ 
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将 其 改写 为 

DHE+IE/mor™ | 
就 可 看 出 ， 运 动 在 该 场合 
可 用 二 维 相 空 间 中 的 椭 图 
表示 ， ; 

在 一 般 的 场合 下 ， 能 
实现 竟 运 动 也 可 用 28 维 相 
空间 内 “曲线 "来 表示 ,我 
们 是 设想 了 由 该 “曲线 ” 
稍 许 任意 地 偏离 的 场合 . 
也 就 是 说 ， 厅 仅 考虑 ga ，…，94r 的 变化 da，…，6qr， 而 且 也 
考虑 Pp ，…， ;的 记分 Pl，…:，6pj， 议 它 们 是 相互 独立 选取 


的 .然后 ， 让 这 时 5| Ldt= 0 也 成 立 ， 而 将 哈密 顿 原理 加 以 扩 


展 . 
由 《4.5 ) 可 知 ; | 
L= 2 ,4 —H 
所 以 ， 


人 > 


=6| za =| 6Ldt 
| | 


-=[, {三 (gi6p; + pod )-— oH a 


_ | _ 9H aH,. 、 
-| > (ob + Pp; 0g; 3 六 9， ~ ap. jat 


其 中 (… ) 内 的 第 二 项 利 用 64, = 469, 进行 分 部 积分 
2p, doqg; ji Lb; 0g, ] -| DP 6g, dt 
i dt t } 二 了 
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之 后 ， 在 遇 消 = 上 、t= 电 利用 69q; =0 ， 消 去 了 该 式 右 边 的 第 一 
项 ， 全 业 ， 赃 给 顿 原理 成 为 J 9H 

2 人 " 

| pat=| (a ap )op: (Pitao )69，| dt=0 

0q,， "ys 0p;,， dp,,， “""y 0pyr 是 全 部 独立 而 任 取 的 微小 变化 ， 
所 以 为 了 使 上 式 成 立 ， 必 须 (… ) 内 全 部 为 令 。. 因此 得 到 

: dq, 99H db | 

dar api， dt 3 (1 2 (4.8) 

这 你 力 哈密 额 正则 方程 . 

在 是 不 大 含 :， 能 写 为 H ( q，p ) 时 ， 它 等 于 了 十 U( 总 能 量 )， 
这 在 (4.7 ) 中 已 表示 出 来 。 那 么 ， 它 的 守恒 定律 怎样 才能 导出 
来 呢 ? 

这 时 由 于 本 A 和 与 发 生 依 存 关 系 ， 故 : 


9H da 9H dp， 
(gg di Tap dt ) 


} 


在 这 里 应 用 (4.8 ) 时 ， 可 洪 出 ; 
dH ar aff aH 9H 
at = (0 dp, 9p. ao )= 0 
也 就 是 说 ， 在 哈密 顿 聘 数 不 真 接 显 含 于 全 tf 时 ， 匡 不 随时 间 变 伦 ， 
这 征 在 受到 洛 仑 效力 的 带电 粒子 那 样 场 合 下 也 成 立 的 能 量 守 恒定 
律 . 互 显 含 时 间 ， 是 发 生 在 约束 条 件 依 赖 于 !( 被 约束 在 移动 的 
面 或 者 线 上 ) ， 利 用 运动 坐标 系 等 情况 ， 所 以 能 量 守恒 定律 不 成 
立 也 就 是 当然 的 囊 情 . 
问题 2 对 一 维 谐振 子 ， 请 具体 地 写 出 (4.8) 是 什么 形式 ? 
[下 面 到 本 节 倒 数 第 二 段 坟 尾 为 止 可 以 幅 友 不 在) 
在 一 维 谐振 子 情 况 下 ， 由 于 对 象 过 于 单纯 ， 故 我 们 来 研究 一 
下 磁场 内 带电 粒子 的 场合 . 在 44.8 ) 中 ， 有 必要 注意 A 和 中 是 
xX，y， 5，t 时 国 数 ， 首 先 ， 《4.8 ) 的 第 一 式 给 出 ; 
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t= (breAs ) ， 所 以 加 一 *4 一 7 
第 二 式 给 出 
dq, _ 3H 
三 加 一 一 3x 
一 OA / 交 ， 
ps eAr) SE+ (PeA, ) 一 
9A, do 
十 ( pb. eA, ) 5 | gx 
所 以 ， 用 Pp. eA., -二 了 8 二 时， 有 : 
a 。 9A. ， dA, 9A， D 中 
dt ( mz eA. ) —em( 2 7 +3 -3 十 和 3 e 3 


将 A,(x， JJ 名 ， i) 对 t 改 分 时 ,必须 考虑 x， y， s 也 为 的 苞 数 , 故 
dA, dA,. ,9A,. ,0A,., ,94A. 
dar Toast oa’ ta 
绪 果 ， 与 $2-4 最 后 的 计算 相 问 : 
Ag 中 094， 
mv 一 ‘(Fe + 3 - 
y， 8 分 量 也 同样 ， 所 以 得 到 洛 仑 效力 作用 下 的 运动 公式 ， 


m?=-e( ‘p+ 人 + (+xrotA)=e(£+*+xB) 


)+eltxrotA ) ， 


”” 岂 这 些 例子 可 知 ， 险 密 顿 正则 方程 只 不 过 是 将 运动 方程 改写 
重 殿 的 . 慰 么 ， 特 意 将 其 表示 为 这 种 形式 ， 到 底 有 什么 优点 呢 ? 


$4-3” 相 空间 内 的 运动 


当前 ， 让 我 们 来 讨论 哈密 顿 函 数 不 含 ! 的 情况 , H (p,q ) 
给 出 在 2 f 维 相 空 间 中 的 每 一 点 以 确定 的 值 ， 现 在 ， 设 t= 0 时 质 
点 组 的 全 部 质点 位 置 与 动量 作为 初始 条 件 ， 这 就 是 选取 在 相 空 
间 某 处 的 一 点 ， 这 样 ， 不 仅 该 点 H 值 一 一 等 于 能 量 值 一 一 和 而 县 
9H/9p; 和 9H/99q; 的 值 也 济 定 了 ， 所 以 ， 根 据 (4.8 ) 式 ， 在 其 
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从 GAS SS 全 { 


2 课 间 小 起 
Sm | 


正则 方程 名 称 的 由 来 


被 拉 格 般 昌 分 析 力 学 的 壮丽 成 就 所 感动 的 哈密 神 (William 
Rowan Hamiiton，1805 一 1865 ) 努力 在 光学 当中 去 创立 网 样 ; 
的 体系 ， 哨 后 ， 他 注意 到 在 非 均匀 媒质 中 ， 光 线 的 路 径 与 受 力 运 | 
动 的 粒子 轨道 之 间 的 类 似 性 .他 发 现 了 以 拉 格 朗 上 日 函数 为 被 积 
商 数 的 新 形式 的 变 分 原理 ( 哈密 顿 原 理 ) ， 进 而 导入 了 哈密 顿 函 、 
数 ， 导出 了 正则 方程 ， 雅 可 比 ( Karl G.J.jJacobi 1804 一 1851) 
握 弃 了 哈密 顿 理 论 中 不 必要 的 杂乱 部 分 ， 舍 去 了 多 余 的 限制 , 将 | 
其 进行 一 般 化 ， 导 出 了 哈密 顿 - 雅 可 比方 各 

正则 方程 是 由 Canonical equation 译 过 来 的 ，Canonical 
这 人 各 字模 阅 是 雅 可 比 起 的 。Cenonical 有 “全 平 守 教 的 规章 "| 

“包含 在 圣 书 正典 中 的 ”、“ 正 统 的 ”、“ 标 准 的 ”等 等 意思 ， 
是 由 canon( 正 式 的 教 典 ) 制 造 出 来 的 形容 词 . ] 

在 统计 力学 当中 亦 使 用 canonical ensemble 这 个 词 ， 数 
学 当中 也 经 常 使 用 ， 在 这 些 当 中 ， 神 学 的 气味 已 经 淡薄 子 ， 回 到 
了 古 和 希腊 单 纯 的 “标准 的 ”意义 ， 而 成 为 稍稍 看 得 过 分 隆重 的 称 
呼 联系 起 来 . 


后 的 微小 时 间 4Lt 中 4 ， ，… :也 :，…， 了 py 将 如 何 变 化 就 可 由 
MSq= tA, Ap 一- 3 At (4.9) 
， i 1 


op 了 D 
求 出 ,表示 系统 状态 相 空 间 内 的 点 在 人 i 之 间 由 该 式 给 出 的 量 在 各 
个 方 加 “运动 .在 下 一 个 4 之 间 ， 产 生 用 现在 移动 位 置 的 &, …， 
qr，P1，…，py 计 算 的 Aq;，4p; 的 移动 这样， 逐步 做 下 去 的 
话 ， 就 可 了 解 在 相 空 间 中 表示 系统 的 点 ( q、p ) 各 瞬间 的 运动”. 
这 种 场合 ， 其 运动 在 所 请 : 
H(g, pb)=E : (4.10) 
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的 “ 超 曲 曾 ”( 在 三 维 空间 中 ,F(x，y，z ) = 恒 量 表示 曲面 ( 弯 
曲 的 二 维 空间 ),( 4.10 ) 式 表示 2 f 维 空间 内 同样 的 2f- 1 维 空 
间 ， 所 以 称 为 超 曲 面 也 大 概 是 适当 的 吧 ! 如 果 f = 1 就 成 为 曲线 ) 
内 进行 
用 例 郑 来 讨论 最 容易 异 民 ， 所 以 让 我 们 来 考虑 一 维 谐振 隆 
( 到 二 维 以 上 时 ， 相 空间 变 到 四 维 以 上 ， 连 图 也 无 法 画 ， 难 以 处 
理 ). 这 种 场合， 险 密 顿 正则 方程 为 
dx 1 dp 


dt mf dt mo 
(4.10) 式 给 出 如 图 4- 1 那样 的 椭 网 . 
坟 在 ， 我 们 取 x 二 x。，p; = 二 0 .在 相 空 间 内 ， 相当 于 图 4-2 那 


Re 0 ) 出 发 . 设 xo 0 , 则 Lt 时间 内 的 移动 出 
( Ax),= 2 At= 0 ， ( APs ) ;三 一 了 0O2xXLt < 一 0 


给 出 ， 所 以 表示 系统 的 用 ( x，p: ) 表示 的 点 从 P 移 动 到 下 方 ， 
下 一 个 Lt 之 间 移 动 为 


( x )， 一 一 人 moixodt)At=— wx (At)? 
(Api)s = mo? {xot Ax) }At=- mo xo st 


表示 在 同样 稍稍 向 下 行进 
的 同时 ， en 
方 . 这 样 顺序 地 走 下 去 
就 能 得 到 沿 着 图 4- 2 的 椭 
圆 顺 时 针 方 同比 x 一 pz 空 
间 滴 汐 滴 汶 旋转 的 “ 运 
动 ”. 


使 蚌 计 站 机 做 这 样 的 图 4-2 
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数值 积分 时 ， 多 数 情 况 下 ， 较 上 面 的 做 法 更 精密 一 些 ， 个 考 赔 
方法 完全 和 上 面 一 样 . 

在 H (4q，p，t ) 显 含 i 的 场合 ， 即 使 是 相 空 间 内 的 相同 点 ， 
H 和 9H/3p:;，9H/dq; 也 将 因 t 而 异 . 卜 即使 从 同一 点 出 发 ， 退 合 
因 何 时 出 发 的 不 同 而 路 径 不 相同 ， 但 是 上 面 的 考虑 方法 是 相同 
的 ， 具 不 过 是 和 要 随 着 移 向 目的 地 各 个 时 刻 的 90/9p,，9H/dgq, 来 
确定 下 一 步 前 进 的 道路 . 因此 ， 若 出 发 由 记忆 出 发 点 《 初始 条 
件 ) 决定 了 的 话 ， 以 后 的 运动 就 没有 选择 的 余地 而 单 值 地 确定 . 

正如 以 后 将 会 了 解 的 那样 ， 除 去 特异 点 之 外 ， 在 同一 时 刻 通 
过 相 空 间 内 一 点 的 二 条 以 上 运动 路 径 应 当 是 不 存在 的 . 好 象 仅 
由 &:，4:，…，47 形 成 的 1 维 空 间 一 一 将 其 称 为 位 形 空间 ( 对 一 
个 质点 用 笛 卡 儿 坐 标 时 ， 与 普通 空间 相同 ) 一 一 那样 ， 通 过 其 申 
各 点 各 种 各 样 的 运动 都 是 可 能 的 ， 但 没有 轨道 交叉 情况 .如果 是 
一 维 谐振 子 ， 相 空间 是 由 无 数 充满 着 的 同心 其 圆 一 一 顺 时 针 一 一 
构成 的 ， 它 们 互 不 相交 . z 

在 这 样 的 意义 下 ， 使 用 哈密 顿 算 符 各 当空 间 来 讨论 时 ， 易 于 
把 握 运 动 的 性 质 ， 这 旦 与 变数 的 数目 由 gs，…，9g7r 这 /个 加 倍 到 
包含 加 ，…，8 这 2 个， 但 是 方程 变 成 了 关于 时 间 的 一 阶 微分 
方程 这 一 点 有 关 的 、 牛顿 和 拉 格 朗 日 方程 是 用 关于 t 的 二 阶 导数 
来 表示 的 ， 所 以 在 初始 条 件 当 中 需要 位 置 和 速度 这 两 个 最 . 为 
此 ， 如 在 抛物 运动 中 ， 考 虑 从 同一 点 投 撕 物体 的 时 俱 ， 上 由 于 给 出 
切 束 度 的 方法 不 同 而 可 能 有 五 花 八 门 的 运动 ， 然 而 ， 用 相 空 间 哈 
密 顿 的 做 法 ， 则 仅 由 出 发 点 的 “位 置 ”一 一 但 是 是 2 f 维 空间 的 
位置 ”一 一 就 完全 可 以 确定 “运动 .由 于 初速 度 的 不 同 ，“ 位 
置 ” 是 不 同 的 . 

正则 方程 式 ( 4.8 ) 能 看 成 是 在 2 1 维 相 空 间 内 各 点 给 出 到 达 
该 处 的 系统 的 状态 点 的 “速度 ”( 和，2 ) ， 所 以 ， 与 流体 内 各 
所 由 流速 所 定义 的 “流速 场 ”极为 相似 ( 但 维 数 不 是 三 维 ) .给 定 
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呈 二 汪 的 初始 条 件 而 使 之 运 二 ， 所 请 研 完 其 运 动 ， 就 相当 士 着 限 
上 这 个 “流速 场 ”中 的 一 点 ， 米 观察 处 于 该 处 的 流体 随 着 流动 如 
亲 地 移动 。 这样 革 虑 方法 的 优点 在 下 间 所 述 统计 力学 的 对 象 中 得 
到 了 充分 地 发 挥 


$4~4 刘 维 定理 


作为 例子 ， 让 我 们 来 考虑 气体 分 子 . 如 果 是 单 原 子 分 子 ， 则 
可 将 它 看 为 质点 ， 只 要 观察 位 置 x*，y，z 随 时 间 的 变化 就 可 以 
了 . 所 以 ， 自 由 度 f 二 3， 相 空间 是 x，y，z，pz，py，p; 构成 
的 六 维 空间 .车 为 双 原 子 分 子 ， 需 要 了 解 重心 的 位 置 X* ，Y ,2Z， 
头子 间距 离 R， 表 示 分 子 轴 方 向 角度 6，$ 这 六 个 量 随时 间 的 变 
化 ， 此 昌 由 度 f== 6， 相 空间 是 它们 和 px， pr, Pz, Pr, Peo,bs 
所 构成 的 12 维 空间 . 总 而 言 之， 考虑 这 样 表示 一 个 分 子 状态 的 相 
空间 一 一 将 其 称 为 L 室 间 一 一 时 ， 各 个 分 子 的 运动 状态 可 用 其 中 
一 点 米 代 表 . 

气体 是 由 许多 分 子 〈 设 为 N 个 ) 构成 的 ， 所 以 将 各 个 分 子 用 
4 空间 的 点 来 表示 时 ，N 个 代表 点 遵循 正则 方程 构成 了 流 过 4 空间 
内 的 油 象 的 “流体 ”. 

”作为 最 简单 的 场合 ， 让 我 们 来 考察 单 原 子 分 子 气体 进入 长 方 
体 容器 内 的 情形 .假定 器 壁 是 完全 的 平面 ( 从 原子 论 的 观点 看 这 
是 不 可 能 的 ,大 致 这 样 来 考虑 ), 分 子 与 它 碰 接 时 为 弹性 碰撞 , 和 光 
从 平面 上 的 反射 一 样 形 式 地 折 回 .如果 除 了 器 壁 的 反射 之 外 ， 没 
有 外 力作 用 在 分 子 上 ， 分 子 彼此 之 间 也 没有 碰撞 时 ， 各 个 分 子 则 
如 图 4 3 那样 运动 ， 这 是 将 *，y，z 三 个 方向 的 匀速 往返 运动 组 合 
而 成 的 运动 . | 
泊 仅 收 若 眼 于 x 方向 的 运动 ， 取 出 由 襟 间 中 x 与 ps 的 部 分 来 看 时 ， 
分 闻 运 动 表现 为 辕 4 4 外 PQ 一 R 一 SP 一 … 那 样 的 “运动 ”。， 


"03 


上 


并 A—3 图 4 
由 于 很 多 分 子 各 自 都 进行 这 样 的 运动 ， 在 4 空间 中 将 分 布 着 
这 样 许多 的 折线 ， 因为 实际 上 分 子 要 互相 碰撞 ， 速 度 将 发 生 改 
变 ， 所 以 单个 分 子 并 非 任何 时 候 都 持续 一 条 折线 的 运动 。 但 是 ， 
在 大 量 分 子 碰撞 而 处 于 热平衡 状态 的 气体 中 ， 即 使 各 个 分 子 的 
“运动 ”变化 ，4 空 间 内 折线 的 分 布 却 可 以 认为 是 稳定 的 。 可 以 
说 “在 这 种 情况 下 就 是 处 于 热平衡 状态 ”. 这样， 表示 热平衡 状态 
的 气体 的 N 个 代表 点 ， 在 4 空间 内 (平均 而 言 ) 形 成 了 一 个 稳定 的 
流动 
如 果 是 多 原子 分 子 或 者 容器 形状 更 加 不 同 ， 那 么 ， 流 动 的 样 
子 大 概 会 变 得 更 为 复杂 . 但 热平衡 状态 的 气体 同样 可 用 4 空间 内 
的 “稳定 流 ” 表 示 . 
现在 来 研究 这 样 的 流动 如 
图 4-5 中 的 ABCD 那样 的 体积 
元 .图 4.5 义 画 出 了 第 i 个 自由 
度 的 部 分 ， 对 于 其 它 自由 度 也 
可 同样 地 选取 .在 极 短 的 时 间 
了 (后 ， 它 移动 至 A B CD ， 
设 和 A 点 的 “位 置 为 (qi， 
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Pi ),AA' 的 水 平 距离 AA 根据 《4.8 ) 为 


aH 
AA”= ( Aq, ) vi = (gp )" 4 
设 AB=dg,，BB 的 水 平 距 离 BB” 为 
oH 
BB”* = (Aq ) qs +a0s =(as). sg, At 


‘ 392H 
=|(3p-), +(3 3 ja J4 
因此 ， 在 Li 之 间 上 所 产生 水 平方 向 的 伸 长 为 


HP _ mw _ 92H 
BB”—AA”= ap 3g dq,.t 


凡 诛 来 的 长 度 dq; 米 除 它 ， 则 q; 方 向 的 体 长 比率 由 


3 9g A 
给 出 ，。 
在 上 下 方 光 (2p; 方向 ) 同样 这 样 做 时 ， 容 易 导 出 上 下 方向 伸 
长 的 比率 ， 由 
oH 
9q.97, 
绘 出。 如果 At 极 短 的 话 ， 可 以 认为 A'B' 与 4, 轴 彤 成 的 角度 和 
A'D' 与 p; 轴 间 所 或 的 角度 也 都 极 小 ， 所 以 若 忽 路 高 级 无 穷 小 量 
《 Cos 0 与 1 的 差 等 ) 时 ， 可 以 看 出 ; 


( A'B'C'D' 的 面积 ) = =( 1 +- 本 Bo 4tjaqtx 


(1 一 -3 元 3 At dp 

一 dq, dp; = 二 (ABCD 的 面积 ) 
在 相 空 间 内 取 有 限 的 体积 ， 其 中 的 各 点 在 有 限 的 时 间 中 进行 的 运 
动 也 是 将 这 样 的 微小 部 份 的 集合 所 进行 的 运动 对 时 间 积 分 而 得 到 
的 ， 所 以 ， 


85 


. -一 -一 2 


ar ar mo en mm 一 =。- 


在 所 考虑 的 相 空 间 有 限 区 域内 的 各 点 按照 正则 方程 进行 运动 
| 时 ， 该 区 域 的 形状 态 化 ， 但 体积 所 村 不 变 ， 


这 个 定理 成 立 ， 将 其 称 为 刘 维 定理 刘 各 守 理 是 攀 成 统计 力学 


要 基础 的 定理 . 
问题 5” 试 对 图 4-4 的 运动 场合 证 明 刘 维 琅 理 .这 时 ， 怎样 处 理 两 端 QR 


SP 好 呢 。 


$4~-5 ” 泊 松 括号 


一 般 , 将 用 坐标 (位 置 ) 动 量 和 时 间 的 函数 所 表示 的 量 称 为 力 
学 变数 .动能 工 ， 角 动量 二 = Ts Xps 海 都 十 力学 变数 . 现在 ， 
设 这 样 的 力学 变数 之 一 为 下 ， 随 着 运动 下 随时 间 而 变化 ， 所 以 来 
考虑 F(t) 随 时 间 变 化 率 时 有 ;: : 

dF 9F { /9F aF | 
dr™ or+ (a 《十 97 DP: 
这 里 应 用 正则 广 和 (4.8 ) 时 ， 可 要 为 
dF _ a9F aF 9H 3F aH 
dt 9ft (90. 9p, 9p, 9g, ) 


这 式 右边 第 二 项 是 具有 特征 的 形式 . 因此， 来 考虑 一 般 的 对 
于 两 个 力学 变数 uw ( gq， p, 上 )， v (gq, pb, ft ) 时 ， 由 


’ dU 9 dU 9 
VE Co ] 
. ] > 9p, dp, oq; 


Tree 


《4.11 ) 


所 定义 的 式 子 ， 将 其 命名 为 汽 松 括号 . 
用 这 个 记号 ， 上 式 成 为 


*。 名 。 


医 一 一 十 [下 ， 互 ] | ( 4.12) 


特别 在 F 不 是 全 而 以 F ( gq， 了 ) 的 形式 来 定义 时 ， 有 : 


如 果 LP， 生 == 0 ， 可 知 力 学 变数 不 随时 间 变 化 面 取 和 恒定 值 ， 
例如 考 嵌 存 有 心力 场 中 运动 质点 的 角 动量 . 通过 
dl, _ 91, 9H 3l. 9H 3al.3H 31, 9H 91,9H 


La ET 


dt gx ap, gprox gy 9p, 9p, 9y az 9p, 
al, 9H 
9p. dx 
计算 六 随时 间 的 变化 ， 
四 由 于 1 一 yp; -- sb ， 故 : 


gl _ 9 _ gl _ 
3 一， Oy =—P:, ze Ps 
dl. dtl, ol. 
-一 一 0， ， 一 全 一 y 
op ap, 9p, 


此 外 ， 由 于 五 = (ps+p34p: ) fom+UCr), 故 能 得 到 ; 
aH_aU_x dU 9H_ _p; 


em A - 


dx dx 7 dr’ dap. mm 
y，% 分 量 也 相同 
将 它们 代入 后 可 知 : 
ls, HJ= (hp, bps) + (sy ys) d=0 
所 以 
Si 一 0 其 他 分 基 也 相同 


因此 可 知 ，! 为 守恒 量 . 
特别 当 取 五 来 作为 下 时 ， 有 : 


曙 8 7 学 


dH _ aH aH 
adt + 1= at 


所 以 ， 的 p ) 形式 下 ， aH/at— 0， 故 可 知 H 
也 为 守恒 量 . 
问题 4 证 明 油 松 括号 具有 以 下 性 质 ， 


(4, Pt)= 3 (4, gq 一 一 了 

(qt, dsm0, Cp, Ps:)=0, (hi, qs)=0s 

现在 来 考 虚 将 广义 坐标 从 qi1，9，，…，49s 改 为 4q1， 6 ve 

4y 的 场合 .这 个 变换 由 

gt 一 g4 (gg grt) (i=1,2,°.,f) (4.13a) 
或 者 其 逆 变 换 

qi 一 Mg ，9g2，…， gr:t) (i=1,2,,f) (4.13b ) 
给 出 ， 将 这 样 的 变换 叫做 点 变换 . 若 作 成 上 式 对 t 的 微分 ， 则 有 : 


9qg 9 z 
gd Dg + (4.148) 


有 反 过 来 : 

9 gi 9q; 
91=d(41 ,47 ,1 0 :一 之 gq’ qi 十 Dt (4.14b) 
通过 这 样 的 点 变换 ， 拉 格 朗 日 函数 工 也 从 L (9，g,，t ) 变 为 L* 


《4q ，2，t). 在 新 的 广义 坐标 4; 下 ， 共 轿 动 量 p; 由 
9L!’ 
Dp = 3 


5 
来 定义 ， 

可 是 ， 所 谓 L' 是 在 L(gq，4,t ) 的 g，4 中 代入 (4.13b)、 
(4.14b ) 而 得 的 ， 故 ; 


2 了 工 aL 99; 394; 
-98D 0 99 = ot 
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此 外 ，《( 4.14a ) 的 如 为 纪 ，…， 和 的 一 次 式 ， (4.14b ) 的 和 
为 9 ，…， 加 的 一 次 式 ( 在 不 显 含 i{ 时 为 一 次 齐 次 式 ) ， 所 以 
0d; /9d' 一 04; /0d1; ( 这 是 ( 1 .28 ) 式 的 一 般 化 ) 是 ql 9"""y ds， 
t 的 函数 ， 不 包含 9 . 因此 ， 代 替 (q ,4 ),， 以 (4q, PP) 来 表 
示 它 时 ， 也 不 包含 p， 因此 能 求 出 ; 
9p; _9q; ,3p . 99: 
3p1 一 gf (同样 $7 5a) : 
现在 ， 没 两 个 力学 变数 为 x、v， 将 它们 用 (4，P，t】 表示 
时 ， 单 纯 记 为 4/、v， 用 (q'，p'，t ) 表示 时 写 为 W 、v ， 则 ， 
， got 9 Ou dv 
[we, oT (9g pr 98 Br) 


/ (4.18) 


因为 w 和 v 也 可 以 看 作 是 将 4《( 4，p，t ) 与 0( 4q，p，t ) 的 4 和 
乡 作为 9 和 的 函数 表示 出 来 (和 = 二 qi (4',t)，, Pi=p:(g， 
p ，t) )， 故 能 改写 为 

duU du 9d，; du 9p 

99, 99 9 + ap, aq 


du 9dy 9p, 
9p? ~ 2 op, op 


第 二 式 用 (4.15 ) 时 ， 可 变形 为 


gu Adv’ 加 du 9qgq 90 9p., 9u dp 
Poa opr EET (9 od ap: 9p +ap, 3 


i 


dv 9 bp _) 
“9p;: 9p' 


du 9u 99g dqs Ou do 
(3 dp, 94q; 9g, 1 dp, 9p, 


J 


9p, 9di ) 
di 09g， 
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du ou gdj ,9U 9 9p; 
= 和 入 (G4, 3 30! + ap, ap: 3 ) 


di, d2, ‘**» di， pl， p,, …py 这 2f 个 可 以 看 做 相互 独 立 的 变 
数 ， 所 以 


9gy py _. 
Fa On, 9g, 
因此 可 知 
gu dy ed gD 
2 gg! ab! 2 dg; dp 
同样 也 完全 能 证 明 ， 
at gy _ eoU du 
2 gp! 94g; ~ Zp, 99; 
所 以 结果 有 : 


[u,v]=[u, 0] (4.16) 
即 表 明 ， 泊 松 括 号 关于 点 变换 不 变 ， 


$4~-6 简 谐 振子 的 相 罕 间 


在 上 一 节 讨 论 了 由 广义 举 标 (4q，4z，…，4r)) 问 (q 1 
g2，…， qs ) 的 点 变换 ， 并 已 知道 ， 泪 松 括号 保持 不 变 : 

[u, 0]= [Eu , v0’] 

这 时 ， 蛤 密 顿 正则 方程 也 由 原来 的 


dq _oH dp,_ 3H. 
一 


变换 为 


Op apr’” dt 9g (i=1, 2, %, f 


除了 加 上 撤 “'” 之 外 ， 从 形式 上 下 避 原 来 完全 相同 ， 


dg; oH! aps 3 、 


中 90 过 


在 哈 党 于 学 派 的 考 二 中， 使 岂 的 是 2f 维 的 相 空 间 . 所 
可 十 述 ， 然 员 ， 上 述 席 谓 的 总 变换 荐 仪 将 21 维 当中 的 gly ga 
4qr 的 部 分 变换 为 其 它 的 g，，g mp，9gr'， 动 区 的 部 分 只 不 过 是 
纪 典 相 关 好 变化 。 不 用 说 ， 除 了 qd 一 4 之 外 ,p 一 p' 不 能 随意 地 进 
i。 要 是 那样 的 话 ， 就 不 能 保持 正则 方程 不 变 ( 也 不 能 保持 注 松 
括号 不 变 记 变换 后 的 w/， 缚 代表 什么 样 的 物理 意义 就 完全 说 不 消 
了 
”那么 , 保持 正则 方程 的 形式 不 变 ” 一 一 与 说 “使 泪 松 括号 保 
持 不 变 ” 指 的 是 同一 件 事 ( 本 书 中 上 略 去 了 有 关 这 一 点 的 证 有 明 ) 
屿 不 能 考虑 较 点 变换 稍稍 自由 的 变换 (bp 和 4 可 以 混在 一 
起 ) 呢 ? 在 展开 一 般 性 的 讨论 之 前 ， 让 我 们 来 看 看 具体 的 例子 , 
为 此 ， 讨 论 一 维 谐振 子 比较 合适 。 一 维 谐振 子 的 哈密 顿 异 符 由 
本 一 > ( pz: 十 7222X2 ) 


给 出 ， 在 相 空 间 内 ,里 =E 形 成 一 个 糊 圆 。 出 于 椭圆 难于 讨 论 ， 

将 其 变 为 圆 似乎 更 好 一 些 ， 尽 管 如 此 ， 单 设 mwx=g 是 不 行 的 ， 

必须 与 x 一 q 相 对 应 ，Pp: 也 必须 改变 。 因 此 ， 首 先 令 ， 
qd=7X / 

将 拉 格 朗 日 荔 数 改写 为 


MI m 
L=-- £2. DO2X 
2 2 


没 : = 31 (0°- wg? ) 
: _9L m , _y? 
P= = yd 。 dP 


然后 ， 用 同样 的 处 理 方法 作成 哈密 顿 算 符 ; 


2 2 2 
~po_ L=pY. 7 1 m C202 
H=py—L=p” rn p) 十 024 


pp? + 站 
m 


一 5 


“ 91 ， 


这 样 ， 为 了 在 pq 面 (新 的 相 空 间 ) 二 丧 成 较 ， 就 必须 ， 


因此 可 知 ， 若 取 
?> 一 人 [OO 
好 可 达到 目的 。 也 就 是 说 ， 由 (x,pz ) 加 (gb ) 进 


-一 m , 1 
4 一 Vmo zx bo 7 


的 变换 项 行 ， 变换 得 的 哈 馈 顿 冰 狂 为 


{= > (p+g?) (4.17a) 
正则 方程 是 
.aH . 98H_ 
= 一 wp, ?Pa wq z (4.17b) 


量 1 和 
= pr, Pr= mox 
m 


上 以 ， 确 实 与 原来 的 方程 相同 ， 

这 样 一 来 “运动 ” 变 成 相 空 
间 中 的 辐 。 关 是 能 量 为 上 的 运 
动 ， 则 其 半径 为 /2E/w。， 接着 ， 
让 我 们 象 图 4-6 那 样 来 取 p 办，4 
补 ， 于 是 ， 运 动 ” 变 成 了 逆 时 针 

旋 冬 ， 在 下 面 的 讨论 中 比较 方 

”使 图 4-6 

由 g 一 ob,8 一 - og 马 上 上 可知“ 运动 ” 是 角速度 为 2 的 匀 妹 图 
骨 运 动 ， 如 果 这 样 的 话 ， 在 该 pg 空间 中 取 平 面 极 坐标 又 将 如 何 
呢 ? 为 此 ， 让 我 们 假定 
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p' = /PT Q=tg-!e 


2 一 PP 


但 由 此 作成 ， 


令 它 们 等 于 人 @。 户 ' 时 ， 变 成 了 
Y=wp'’, P'=0 
这 是 不 正确 的 。 应 当 是 4=@， 实 际 上 ， 和 根据 上 面 的 定义 能 得 到 ; 
一 0 


ie Te TE 一 - 到 


p* 十 Q- 
所 以 ， 将 上 述 的 结果 4 二 op， 了 二 一 wq 代 入 这 里 , 确实 有 二 @，。 
因此 ， 即 使 象 上 面 这 样 选择 Q 是 可 以 的 ， 但 对 它 象 P' 那样 随意 地 
取 共 罗 鳃 量 则 是 错误 的 . / 
因而 ， 让 我 们 以 和 =@ 为 前 提 ， 来 看 看 怎样 决定 P 和 哈密 屯 
算 符 以 使 得 正则 方程 成 立 .(4.8 ) 的 第 一 式 为 


所 以 代入 2t = 二 wP 时 ， 户 二 0 ， 因 此 成 为 P 等 于 恒 量 ， 与 能 量 守恒 
定律 不 巴 古 。 那么 ， 我 们 弄 清 了 ， 


Q=tg ', P 一 2 ( ?2 十 2 ) 


2 =wP (4.18) 
是 新 的 变数 和 用 它 的 哈密 顿 肖 数 . 


* QB ， 


在 这 个 Q 和 了 作成 四 伺 罕 问 
1， 概 子 的 运动 用 平行 了 QR 轴 的 
“匀速 运动 "来 表示 (图 4-7) .能 
最 不 同时 , 离 Q 轴 的 开 离 改变 , 相 
空间 内 速度 @ 不 是 能 量 的 函数 ， 
而 是 共通 的 . 将 Q@、P 用 原来 x、 
b- 地 的 话 ， 成 为 

MOx 


ME pe 图 4 


和 


P= (p24+m: wx ) (4、 19) 
这 样 ， 位 置 与 动量 混在 一 起 时 ， 哪 个 是 位 置 ， 哪 个 是 动量 区 
别 己 经 变 得 没有 意义 了 。 
,问题 5 代替 (4.18)， 若 设 tg-~!1(g/p) 为 P， Q 和 :2 将 如 何 ? 
作用 变量 和 和 角 变 县 
让 我 们 再 稍微 考虑 一 下 (4.18)、(4. ,9 ) 给 出 的 新 广义 动 时 
的 意义 .一 维 谐振 子 的 运动 用 图 4-2 的 一 个 椭圆 来 表示 ， 我 们 来 
求 出 这 个 椭圆 所 包围 的 面积 。 将 运动 的 一 个 周期 ( 转 一 次 ) 中 的 


积分 用 中 来 表示 时 ， 它 可 用 


中 peax 


来 计算 ， 设 x:=A sin ( mt 十 a ) 时 ， 
dx= Aw cos (wt+a } dt 


pr =mAw cos ( wt+i+u) z 
所 以 2 条 70 和 四 
| prdx= mA?:w’ cos? ( of 十 Ca )dt=moxA? 
, 


一 2 十 ， mo” XxX* = ; mA:* w? 


于。 和: 
Ppsdx= TE 
将 表示 周期 性 运动 的 广义 坐标 9 和 与 其 共 示 的 动量 Pp; 构成 
7 = id, 
这 个 大 杯 为 作用 变量 


现在 的 情况 
J.= 二 pedx=E 
2 人 


是 这 个 谐振 子 的 作用 变量 ， 从 (4.19) 第 二 式 可 以 看 出 ， 我 们 的 
P 只 不 过 是 这 个 作用 变量 而 己 . 

q; 无 论 是 什么 样 的 量 ， 作 用 变数 J 必然 具有 (能 量 ) Xx (时 
间 ) 的 量 纲 .这 与 作用 (3.13 ) 和 角 动 量 有 相同 的 量 纲 ， 这 样 ， 
痒 此 代 为 广义 动量 时 ， 与 其 共 轿 的 广义 坐标 就 具有 角度 的 量 纲 . 
因此 ， 将 这 样 的 广义 坐标 叫做 角 变 量 ， 多 半 用 @, 表示 . 的 确 如 
此 ， 由 (4.18) 或 《4.19) 的 第 一 式 定义 的 Q 是 连接 图 4-6 动 点 
酉 原 总 时 直线 和 pp 轴 形成 的 角 . z 

作用 变量 、 角 变量 也 适用 于 更 一 般 的 周期 运动 ， 运 用 于 天 文 
学 中 讨论 天 体 运 动 的 周期 等 方面 ， 本 世纪 初 建立 初期 量子 论 时 ， 
河 导 入 量子 化 条 件 相关 联 ， 对 其 进行 了 详细 的 研究 ， 本 书 并 不 深 
入 进行 一 般 性 讨论 ， 仅 停留 在 介绍 名 称 的 程度 . 


$4-7 正则 变换 1j 


在 上 节 当 中 ,就 一 维 谐振 子 的 情况 ,作为 坐标 和 动量 在 一 起 的 
母 空间 中 变量 变换 的 实例 进行 了 讨论 .其 结果 ,哈密 顿 函 数 恋 得 不 
包含 坐 剑 Q， 并 由 疡 = 32e/3Q= 0 导出 “P 为 恒 量 ”这 个 结果 。 
电 束 是 说 ， 包 成 为 循 丈 从 际 ， 与 其 共 轿 的 广义 动量 P 变 成 常 数 . 


”ga * 


这 也 可 以 说 是 对 谐振 动 进行 变换 ， 使 之 变 为 一 种 匀速 运动 。 进 一 
步 变换 的 话 ， 使 其 速度 变 为 零 一 一 静止 一 一 也 是 可 能 的 .前 节 那 
样 的 做 法 有 些 漫 无 计划 ， 所 以 在 本 节 中 ， 我 们 来 令 述 这 种 变换 的 
一 般 性 理论 . 
当 给 出 表示 目 由 度 系统 的 广义 坐标 9:，gz，…，4r 和 与 其 
共 轿 的 广义 动量 Pi ，Ps，…，p; 时 ， 它 们 与 ! 的 函数 的 2f 个 变数 
Qi =Qi (gq …，9qr，b，…，br，t) 
Qr 一 Qy (qi qr, Pl, …， ps, ) 
P,=P, (gq:, …., qs, Pi, *…, Pr, + ) (4.20) 
P=P; (qi, ……, qs, Pi1, *…, ps, t ) 


关于 被 变换 的 哈密 顿 函数 2 (Q，， "9 Qs， P.,, "**» P,, tf ) 
满足 与 原来 相同 形式 的 正则 方程 


dQ, 9 dP, _ 9 .9¢ 


om—™ i 


dt 3p” dt 90Q, (4.21) 


时 ， 将 这 个 (gq，p ) 一 (Q，P ) 的 变数 变换 称 之 为 正 则 变换 
点 变换 也 是 正则 变换 的 特殊 情况 . 

在 4-2 节 中 讲 过 ， 正 则 方程 是 由 扩张 了 的 哈密 顿 原理 导 出 来 
的 ， 因 此 ,( Q，p ) 为 了 满足 (4.21)， 只 要 使 它们 同样 地 满足 
哈密 顿 原理 就 行 ， 也 就 是 说 ， 若 有 


t2 
? (EP, Q&, -2 (Q,P,t) |dt= 0 
各 话 就 可 以 了 ， 为 此 ， 不 用 说 ,将 (4.20) 代 入 于 Pi 9, 一 2 (Q， 
P，t ) 得 到 的 结果 等 于 > p94 一 H(q，p，t ) 即 可 满足 . 
__ dW 
2 gd, -HH(g,p,t)= 2 4 一 2 (Q,P,t) + 


(4.22) 
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也 本 以， 其 中 ,W 为 一 阶 连 续 可 微 的 Qi1，… ,QP 了 ,Pit 的 
生意 消 数 ”其 原因 在 于 ，W ( Q@，P,，t ) 从 结果 上 说 仅 为 i 出 
数 ， 

| 和 d=W (Qt) PC W(Qce DPC ,ti ) 
的 值 仅 由 两 端 所 和 所 完全 决定 ， 与 中 途经 过 相 空 间 的 什么 路 径 完 
全 无 关 ， 所 以 与 变 分 的 平稳 性 没关系 . 

(4.22 ) 式 包含 着 9， p，Q，P，t 这 共计 4f 十 1 个 变数 ， 然 

而 ， 在 它们 之 间 存 在 着 (4.20 ) 表示 的 2f 个 关系 ， 所 以 这 4f 十 1 
个 中 的 2f 个 应 当 能 够 用 剩 下 的 2f 十 1 米 表示 ， 因 而 ， 设 将 P1，…， 
pr Pi，…，Pjy 用 qj;，…，4ds，Q1，…，Q:，t 来 表示 时， 全 
部 都 成 为 4，Q@，t 的 函数 ， 因 此 ，W 也 应 当 表 为 W(4q，Q，、 引 )， 所 
以 允许 写 为 

弛 -二 ( 红 41 呈 0): 于 
将 其 代入 (4.22 ) 时 ， 有 


Ze a (P+ 90H + 


所 以 为 使 (4.22 ) 的 恒等式 成 》 的 条 件 为 


特别 在 (4.20 ) 不 显 含 上 时 ， 象 UV (Q，P ) 那样 取 函 数 WW 时 ，. 不 
论 将 这 个 Q，P 用 哪 ?2f 个 变数 来 表示 ， 也 将 象 内 《9，Q ) 那样 保 
持 不 直接 包含 i 的 形式 ， 所 以 9W/9t= 0， 因 此 有 : 

2 =H (4.24 ) 
密 顿 沙 数 的 值 保持 不 变 ， 
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试 来 艺 虑 一 维 涟 振子 的 例 ， 根 据 (4.18), 将 pb，P 用 4，@Q 米 
此 小 轩 ， H's 
4 9 
0 tgQ ” 2 sn 2Q 
不 难看 出 ， 者 取 


0 
2tgQ 
的 话 ， 这 可 由 
aw aw 
fag 7 0 
导出 米 ， 这 种 场合 ， 出 于 什么 地 方 都 没有 包含 t， 必 =H. » 
在 谱 振 了 的 鲍 中 ， Hp(qa, Q), P(g, Q) 的 形式 求 得 


W ( q，Q@)， 和 多半 是 将 这 个 手续 倒 过 米 ， 给 出 W 的 形式 ， 青 根据 
(4.23 ) 来 确定 p，P.， 这 种 场合 ， 由 于 给 定 W (gq，Q，t) 时 ， 
{1 它 训 确定 了 屡 换 ， 玉 以 将 这 个 防 数 WW (4，Q，t ) 称 为 变换 的 
母 医 数 . 
器 S6 由 母 函 数 风 =mOqQ 确 定 的 正则 变换 是 什么 样 的 ? 其 中 ; 
H= hb!+ mmo:g 


$4-8 正则 变换 开 


在 上 节 中 ， 考 察 了 将 q9，p，Q@，P 都 用 4，Q(t) 家 示 ， 母 函 
数 也 设 为 W(q，Q@，t ) 的 情况 ， 让 我 们 考虑 这 种 表达 方式 以 外 
的 情况 . 
首先 来 考虑 用 gq，P(t) 将 会 怎样 ? 在 (4.22 ) 中 ， 由 于 4 与 Q 
是 打点 ` 的 ， 所 以 ， 必 须 将 其 变 为 ;和 户 ;， 这 可 以 利用 z 
PQi= 9 (PQ) QP 


9 98 ，。 


将 (4.22) 到 本 为 
人 Sd H ( dd， ?， t ) 


d 
= QP, QP +E( WT A PR) 


将 W’ =W+ BE PiQ; 

人 P(4) 的 孙 数 表示 的 ， 代入 表示 鸭 

i a (+ tap, 六 + 

的 式 中 ， 整 型 得 ， 
2 


由 此 得 : 


( 4.25 ) 


W 是 任 六 的 ， 所 以 了 也 是 任意 的 附 加 > ,PiQ 没 有 必要 当成 
问题 ， 


出 p，Q(t) 寺 ， 可 以 按照 同样 的 办 法 ， 而 设 
W 7 =W+ 7 pig 


用 p，P(t) 表 示 时 ， 可 设 ， 
W”=W 二 >》 ( piqi;+P,Q,) 
” : 
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d i， Qi 用 


来 计算 . 
让 我 们 来 看 几 个 例子 。 
一 和 Pig; 
根据 (4.25 ) 
Pi=P:, Qi=q (4.28) 
所 以 P，Q; 与 p;，4; 相 间 ， 什么 也 没有 变换 一 一 只 不 过 将 字母 换 
成 大 写 ! 这 叫 恒 等 变 换 . 
丛 笛 卡 儿 坐 标 向 平面 极 坐标 的 点 变换 ， 
设 di1=xX, qs=y, Qi=7r, Q;,=0 
因为 


X=T Cos 0, y=r gin 6 


=p, Cos 0 一 二 Sin 0 


Py =p, sin 0+—po COS 0 
所 以 ， qi = Qi COS Q,， qd; = Q) sin Q, 


pi=P, co8 Q,— 可 sin 忆 : 
1 


ps 一 卫 ， sin Q: 十 证 cos 9 
斌 着 将 Q， 少 用 6， 卫 表示 时 有 。， 
一 人 /02 十 g2 ， Qs=tg-! 1 
ad) 
pi = ag 
| 2 
qi+q; a tq: 


100， 


Fg: 了 gl 
qi+qs 9 十 93 
故 与 (4.25 ) 对 照 可 知 ， 这 个 变换 的 母 员 数 为 
W' =P1 Var tq +tPatene 
用 原来 的 记号 表示 的 话 ， 有 ， 
W' =p, /Xi+y: +potg-! 
试 着 找 出 通过 同样 变换 将 G4，P 用 Q，z; 表 示 的 方法 时 ， 因 为 有 : 
qi =Q) COS Q,， qd2 =Q, SIN Q， 
Pp =p, COS QQ, 十 Pp, Sin Q ， 
P,=— Pp,Q, SiN Q, 十 六 Q COS Q, 
故 参 照 44.26 ) 得 ， 
多 = 一 piQl cos Q: 一 加 Qi snQs 
用 普通 记号 写作 ， 
Wr"—— prr cos 0—psr sin b : (4.29) 
相 空 间 的 等 角 速 回 转 ， 作 为 不 显 含 时 间 t 的 变换 例子， 让 我 
们 来 考虑 


We Cos oOt 一 2gQ 十 Q: cos ot 
2 Sin wt 


这 适用 于 (4.23 ) 的 场合 . 
可 真 接 得 到 ， 
9W 


出 p= ga. 有 QQ 二 一 pp sin wt+g coS wt 


Pp, 一 


(4.30) 


由 P= 一 5 有 qd=P sin ot 十 Q o08 ot 


P=p cos ct 十 g sin ot 


Q=—Pp sin ott+q cos wt (4.31a) 


0， 


或 者 


P=P cos ot 一 Q Sin ct 


q=P sin of 十 QQ cos cf (4.31b) 
所 以 明显 地 看 出 表示 象 图 4-8 部 繁 的 天 系 . 
q 
QR 


pA 


图 。 48 
计算 9W /9t， 交 9 几 P，Q@ 才 示 时 ， 可 整理 尸 ， 
DY — td 299 cos wot ， OD 
一 一 可 (人 十 QQ ) 


mm ee ee er -一 -一 ， 一 = 


oat 2 gin oot 
所 以 ， 变 换 后 的 哈密 顿 国 数 变 为 以 下 形式 ; 

=H(P,Q)— ( P+-Q?) 
将 此 用 于 改变 尺度 而 表示 相 空 间 的 加 运动 振子 的 哈 窜 李 滔 数 
(4. 173) 的 场合 ， 外 使 将 名，9 故 ? 为 卫 ， Q， 也 ,十 村 | 问 的 

H= (加 十 g2 ) = (十 
形式 ， 有 所 以 蕉 成 汶 

HLOW 

+ | 
因为 变换 包 信 tb 让 记忆 不 总 时 的 亿 多, 这 并 是 不可思议， 
六 本 全 [| lt, 梢 3 | 这 吕方 A 本 移 1 


1902， 


dQ _a9_, dP __aw _) 
dt 9P ’ dt .29Q 


能 永 遇 Q 二 常数 ，P= 二 常数 的 结果 ， 也 就 是 说 ， 在 - 同系 
P-— Q 中 ， 表示 振 十 乒 的 太 和 E 皖 续 “ 廊 止 . 
即使 求 得 这 样 抽 象 的 已 和 Q 也 不 知道 是 怎么 回 事 的 话 ， 可 代 


入 (4. 315), 问 到 4 或 如 ， 进 而 ， 如 下 有 必要 的 讲 ， 可 以 用 
Vm? 
来 改写 x 和 和 罗 z、 


4-9 ”哈密 顿 - 雅 可 比方 程 


将 谐振 子 进行 各 种 各 样 弯 曲 回 转 的 结果 ， 在 前 节 最 后 部 分 ， 
终于 使 哈密 顿 函 数 成 为 零 ， 在 其 它 场合 ， 同 样 情况 是 不 可 能 的 
9? / 

现在 ， 采 取 用 4 和 了 表示 其 它 量 的 方式 ， 设 母 隙 数 为 

W=W (qi,…, qs, Pi, :…, P;, t) (4.32) 
因为 已 经 没有 必要 ， 所 以 不 写 为 W' 而 单 记 为 W， 这 样 ， 正 唱 变 
换 由 (4.25 ) 


po0PD， Qi= DW(a,P,t) (4.33 ) 
给 出 ， 由 六 0 的 条 件 ， 可 得 到 ， 
FW(qsb,t)=—H(qg,p,t) ( 4.34) 

如 果 这 样 能 求 出 W 的 话 ， 正 则 方程 成 成 为 
gz 一 一 3G-= 。 《4.35 ) 


所 以 P, 变 为 常数 ， 设 其 为 ai 
"1403: 


P,=a, (4.36) 
将 (4.33 ) 的 第 一 式 与 (4.36 ) 代入 (4. 34 ) 时 有 


-pp gh fh 


Te me 9 rep 


Wd gt) +H (ge aW eon owW =。 


这 是 W 应当 满足 的 方程 。 称 为 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微分 方程 、 将 这 
个 方程 的 解 称 为 哈密 顿 主 函数 .(4.37 ) 是 关于 f 十 1 个 独立 变数 
0 …，4r，t 的 一 阶 微分 方程 ， 故 应 当 出 现 古 1 个 积分 常数 ， 
1，…，Q@z 和 W 的 附加 常数 与 此 相当 .(4.37 ) 仅 含 W 的 一 阶 导 
苑 数 ， 仅 此 不 能 定 附 加 常数 ， 这 些 常 数 应 当 根 据 初 始 条 件 等 来 决 
定 . 
因为 灵 = 0 ， 不 仅 P;，Q, 也 恒定 ， 因 此 我 们 令 ， 

Qi 一 0 ( 4. 38 ) 
将 Pi 二 a 和 Qi 一 代入 (4.33 ) 的 话 ， 就 能 求 出 作 为 :的 函数 
DP，4; 的 式 子 ， 


9 
Pi (qd ***, ds， Cl1， ”多 as, t ) 


pi= go—W (qu, ‘i di, 1, ary tt) (4.39) 


从 这 2f 个 式 子 就 可 以 解 出 2f 个 qi，…，qs,， pi,” py. 

如 上 可 知 ， 在 这 种 做 法 中 ， 解 (4. 37), 求 出 哈密 顿 主 函 数 以 
代替 原封 不 动 地 求解 牛顿 、 拉 格 朗 日 方程 或 者 哈密 顿 正则 方程 ， 
是 问题 的 关键 所 在 . 

原来 的 哈密 顿 数 符 且 仅 用 p、4 表 示 ， 在 不 直接 显 含 i 时 。 哈 
密 顿 - 雅 可 比方 程 为 

了 十 了 (q “，97， Fo pv 元 -)= o 

这 时 试 将 分 成 仅 为 函数 部 分 和 仪 为 4 函数 部 分 ， 

104 。 


W=S(qi,g2,:, q/)+O(t) (4 ,40) 
将 此 代入 上 式 时 有 
de as as 
+H (gq, d's， da. 9 元 -) 0 
由 于 第 一 项 是 上 而 第 二 项 仅 是 的 函数 ， 所 以 ， 为 了 它 便 能 砍 立 ， 
这 两 项 必须 分 别 为 常数 ， 令 该 常数 为 

dB 


=—E (“HH=E) 
则 
8(t) 二 常数 一 上 i 
因而 ， 确 定 $ 的 式 子 由 
dS 2AN 
,2 DD .=F A1Y 
Hq, 9 dy， 39， 5 ) (4 41) 


给 出 ， 这 也 称 为 哈密 顿 - 雅 可 比 仿 微分 方程 ， 解 它 以 求 5 时 得 
到 含 ! 个 积分 常数 的 解 ， 际 去 附加 常数 ， 积 分 常数 变 为 f 一 1 个， 
将 其 设 汰 8，。，Q3，…，9s:s， 风 有 S(qi，… 4s， 2 "0 ). 
这 样 ，W 为 

W=S(qi, ,qs, 92, "> Os)—Et (4.42) 
现在 ， 由 于 引进 已 以 代替 积分 常数 wa， 所 以 可 将 其 看 做 ai。 这 样 
一 来 , (4.39 ) 变 为 

p= (i= !，2,., ff) 


_gS 


p= i (4.43) 
oS 
Pr jo (k= 2 ， 3 ，…， f ) 


这 种 形式 ， 由 于 在 S 中 含有 gq1，…，4s， 所 以 游 从 这 2f 个 式 子 解 
出 qi1，…，4s 而 作为 B1，…，pB:， 上 ，A,，，…，Qy、t 函 数 表示 
出 来 的 话 ， 运 动 就 确定 了 . 
例题 1 在 势能 为 UCr) 的 有 心力 场 中 质点 的 运动 ( 开始 可 以 
‘105 


作 汶 平面 运动 来 对 待 )， 胆 险 帘 屯 : 雅 可 比 的 方法 下 允 吕 时 将 如 
何 ? 
[ 解 ] 用 平面 极 坐标 7,98 时 ， 丛 密 宦 基数 由 

= (P+ ps )+UG) 

给 出 ， NA 芝 顿 - 雅 可 比方 程 (4.41 ) 为 
dS 1 加 

声 (97) 2 (Fy) +U(n)=P 时 
0 为 循环 坐标 ， ,一 但 要是 已 知 的 所 以 可 以 令 po = 。 这 样 可 
知 ， 根 据 ( 4.43 ) 的 第 一 式 


as _, 
30 
因此 ， 令 : SS 一 (CT) 十 CO 
将 其 代入 上 式 得， 
( 宇 ) =2m{E-U(7)} 一 乞 - 
所 以 
S =+| [am{E—U(r))}— 9 
因此 可 表 为 
S= + [VamtE—i U(r)} 5 dr 十 cb 
后 按照 (4. 人 
p= 3 or mE U UD)} 一 2 (1) 
p, ~ t= TE t (ii) 
z 2m{E-- UCr)}— (a /ri) 
ps9 0 


| | -U(r)}— (a2/r2) 
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人 ， 
i 课 间 小 卸 2 
OS SSS | 
作用 变量 与 前 期 重子 论 
用 极 坐 标 "，9，$ 描 述 约束 于 有 心力 场 中 运动 的 质点 ， 车 用 
哈密 顿 - 雅 可 比方 法 来 处 理 时 ， 可 以 利用 变量 分 离 的 方法 , 所 得 到 
的 r(t) ,0(t),$(t)， 都 是 周期 运动 ( 振动 或 转动 ). 因此 ， 能 
够 在 它们 和 pr，ps，ps 上 施行 正则 变换 ， 导 入 作用 变量 J ，J。， 
J, 和 角 变量 w+:，w。，ws ( 参照 4 一 6 ) .这 样 ,直接 得 出 9 (1) 的 
周期 与 $9(!) 的 周期 相等 . | 
当 该 力 服从 反 平方 定 律 (cer-* ) 时 ，7(t) 的 周期 也 与 它们 相 
等 ， 因 此 ， 轨 道 变 为 封闭 曲线 .虽然 如 此 ， 这 些 结 果 即 使 完全 不 
利用 上 面 那 样 高 级 的 方法 也 可 以 从 初等 的 角度 导出 来 ， 所 以 哈密 
” 顿 - 雅 可 比方 程 及 作用 变量 这 些 工具 不 免 有 些 杀 鸡 用 牛刀 之 感 .这 
些 方法 发 挥 其 效力 之 处 是 在 于 研究 行星 由 于 其 它 行 星 的 影响 等 而 ” 
偏离 开 普 勒 定律 运动 . 正 是 因为 这 个 道理 ， 作 用 变量 与 角 恋 量 可 
以 说 是 只 有 天 文学 家 才 用 的 经 典 力学 中 具有 深刻 含义 的 内 容 . 
| ， 它 察 然 显露 头角 , 跃 居 物理 学 的 最 尖端 ,是 以 玻 尔 (N .Bohr) 
导入 处 理 原子 内 电子 运动 ( 前 期 ) 量子 论 的 量子 化 条 件 为 发 端 
的 .由 经 典 力学 可 能 轨道 中 挑选 出 原子 世界 允许 的 轨道 来 ， 这 是 
量子 化 条 件 . 它 是 以 “作用 变量 值 ( 守恒 量 ) 仅 限于 普 朗 克 常 数 
h 的 整数 倍 ” 这 一 形式 表示 出 来 ， 这 样 ,作用 变量 , 角 变 量 就 成 为 
前 期 量子 理论 全 盛 时 期 理论 物理 学 家 不 可 缺少 的 工具 ， 为 了 作为 | 
工具 使 用 ， 它 就 必须 力求 精益 求 精 . | 
作为 正则 变换 和 作用 变量 . 角 变 量 的 好 参考 节 当 中 ,列举 出 
的 包括 有 玻 恩 (人 M.Born ) 的 《原子 力学 》， 索 莫非 (4.Somme- 
rfeld ) 的 《原子 构造 与 谱 线 》 这 类 书 ， 其 理由 就 在 于 此 。 这 些 书 
是 非常 出 色 的 经 典 分 析 力 学 书 ， 但 在 量子 力学 取代 前 期 量子 论 已 | 
达 半 个 世纪 以 上 的 今天 ， 它 们 作为 原子 构造 的 参考 书 来 说 已 完全 
洗 后 于 时 代 而 成 为 历史 性 著作 .在 量子 力学 开始 形式 的 1925~ 
1926 年 ， 以 玻 恩 在 马萨诸塞 大 学 诽 淋 内 容 写 成 的 《原子 力学 的 诺 
问题 》 “上 攻 ， 能 使 月 到 当时 研究 的 永 境 气氛 ， 是 十 分 有 是 的 ， 


= 一 -一 -一 


+ 一 
- ， io nde nisin em TOO -rir 


| 


和 


即 可 .〈i ) 的 意义 无 须 再 加 说 明 ， (让 ) 给 出 7r(t) .《 证 ) 给 出 
了 与 9 的 关系 ， 即 轨道 方程 从 (证 ) 和 《 广 ) 消 去 r 的 话 ,0(t) 也 
可 知道 . : 


二 题 
1， 利 用 拉 格 朗 日 方程 ,证 明 由 4 和 pp 的 微小 变化 idqr: }，{dps} 引 息 
H= 9 pigs 一 工 
的 微小 变化 能 鹤 为 


dH -= 2 (gidps — bidqr) 


由 此 导出 哈密 顿 正 则 方程 。 其 中 ，t，4qi，…，4s， 人 加 ，… ,Ps 可 认为 是 可 
互 独 立 的 ， 坷 以 设 为 固定 . 
2. 在 用 势能 


U(m)= 一 芝 。 (C 为 正 的 常数 ) 


描述 有 心力 场 中 运动 质点 轨道 近似 于 圆 的 场合 ， 试 说 明 用 平面 极 坐 标 帮 未 
时 ， 表 现 为 相 空 间 内 什么 样 的 “运动 ”?。 
3， 试 就 一 维 谐振 子 证 明 刘 维 定理 . 
4. 证 明 对 汽 松 括号 下 列 关 系 成 立 ， 
Cc 为 常数 的 话 ， [t, cj 二 0 
[u, v]=—[v, W] 
[ut us vi =[u, 01 二 +[us, vj 


[Wua, = [Us, Vv) +u, [ul, 0] 


| ou OV 
Bt Ea | 


da du dv 
了 tv v=| ge. 1 I+ 名 下 -| 


5， 证明 ，q，P 与 Q，P 有 


的 关系 时 ，(4， 四 ) ->(Q，P) 为 正则 安 换 ， 
6， 证 明 ， 三 维 笛 卡 儿 坐 标 与 极 坐标 间 的 点 变换 能 由 母 函数 
Wa=—(persinGcosb+ pyrsinbsing + p:rcost) 
导出 . 
7 建立 不 受 力 而 作 匀 速 运动 质点 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微分 方程 ， 并 求 
解 ， 
8， 利 用 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微分 方程 讨论 抛物 运动 时 ， 得 什么 结果 ? 
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“第 五 章 草 ”力学 体系 的 做 振 


和 
在 现代 物理 学 中 也 具有 广泛 的 应 用 . 此 外 ， 它 还 涉及 到 若干 重要 
的 物理 数学 技巧 .由 于 利用 的 是 拉客 良 日 方程 ， 因 此 ， 不 用 看 第 
三 章 、 第 四 章 ， 先 阅读 本 章 ， 也 应 当 能 理解 其 内 容 。 在 安排 上 ， 
我 们 是 企图 通过 具体 例子 学 会 大 体 的 内 容 之 后 ， 再 学 习 普 遍 的 理 
论 ， 


S5-1 双 摆 


先 从 简单 的 例子 开始 ， 利 用 的 方法 是 拉 格 。 。 
朗 日 运动 方程 . | 
如 图 5-1 所 示 ， 在 长 度 为 的 线 前 端 ， 系 
有 质量 m; 的 重 物 , 在 其 后 再 系 上 一 根 长 度 为 1 | 
的 线 ， 并 栓 上 质量 m; 的 重 物 ， 这 就 是 双 摆 . 考 
察 它 在 一 个 垂直 平面 内 ( 图 所 在 的 平面 内 ) 进 
行 微小 振动 的 情形 ， | 
以 两 根 强 与 铅 直 方向 组 成 的 角度 0, 、0, 为 | 
| 
| 


广义 坐标 ， 来 确定 重 物 的 位 置 ， 这 时 的 约束 条 | 
件 可 以 自动 满足 。 由 于 仅 考 感 角度 小 的 情况 ， | 
所 以 取 一 级 微量 的 近似 时 ， 可 以 役 : 
SinG #4-180 -0, cOS 二 1] 图 5-1 
这 样 一 来 ， 重 物 运动 仅 为 水 平方 向 ， 在 这 样 的 近似 下 ,mi 的 
速度 为 1 0 ， ?az 的 速度 为 后 0 十 1,9,， 开 以 动能 
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T 一 上 10， + 0 +1,.0,)? 


”到 势能 0 = 二 0, 三 0 为 零 时 ， 劳 能 可 与 为 
U=migli(1- cosb ) 十 magfi (1- cospi ) 
十 上 (1- cos0, )} 
设 cosb0 二 1 时 ，D 二 0， 使 摆 振 动 的 力 将 会 完全 消 失 ， 所 以 ， 不 
得 不 保留 到 最 低 次 非 零 项 的 二 次 项 ， 于 是 。 


1 一 cOSO， 二 0 
因此 
= 一- mgl, 0 十 本 mag( 9? 十 | 0a) 
= 一 (mi 十 Mi )gl 05 十 5-m: gl, 0 


拉 格 朗 日 函数 为 z 
， L=>[(m, 十 ms )l20: + 2m,l,1,0,.0,+m,1203 


(mi +m2 )gl 0? ~ m2 gl, 02] (5.1) 
构成 拉 格 朗 日 方程 
d /aL"\ 9L ，_ 
CA (Tl, 2) 


可 得 
(mi 十 Ms) 60, +ml,6,=-— (mi 十 zs )g0, : 
1 0 +il,6,=- 9g0, . (5.2) 
为 了 使 讨论 更 具体 ， 让 我 们 来 讨论 ms 一 12 及 一 六 一 ! 的 情 
这。 这 时 (5.2) 变 为 
0 +0, = —290, g、 
| 


D+, = 0 WD) 人 


所 以 ， 在 第 一 个 式 子 上 加 上 第 二 个 式 子 的 和 ^ 倍 ， 得 到 下 式 ; 


"111.: 


人 ，[(2 十 入 )6， 十 (1 十 入 )9 一 7(20 十 人 A0， ) 


这 里 ， 是 想 求 出 能 使 左边 (…] 内 和 右边 的 ( … ) 成 比例 的 入 . 为 
此 ， 只 要 求解 


就 可 以 了 ， 所 只 能 简单 求 出 
入 一 十 /2 
将 此 代入 上 面 的 式 子 ， 得 : 


d2 -一 
di(V 20+0,)=—(2 二 V2 )r(V20,+0,) 
故 设 : 
OA=V2—V2) os 一 人/(2 十 2737 
时 ， 上 式 的 通 解 为 
~ 2 0 十 9: 一 Acos(wit 十 C) 


_ (5.4) 
\/20 一 0 一 Bcos(w:t 十 B) 
入，B，a，B 为 积分 常数 . 根据 上 面 两 个 式 子 ， 可 得 ， 
0 ; 一 2 SF{Acos(w,t+a)+Beos(ost+B) } 
(5.5) 


0.=5{Acos(w1t+a)—Beos(wst+p) } | 

导入 的 常数 ， 可 由 初始 条 件 等 来 确定 . 

即使 m1 ，1m，，1[， i, 取 任意 值 ， 都 可 以 相同 地 求解 。 

(5.5) 式 表明 ，68,(t)、9,(t) 中 的 任 一 个 ， 都 是 两 个 简 谐 振 
动 一 一 图 频率 w%1 和 @, 一 一 的 委 加 . 但 是 ， 作 为 一 种 特殊 场合 来 
说 ， 当 A&0，B8 二 0 时 ， 则 91(t) 也 好 ，60,(t) 也 好 ， 都 是 圆 频率 
为 0 的 简 谐 振动 . 反之, 设 A4=0，B0 时 ， 为 圆 频率 w, 的 简 谐 
振动 . @1 的 情况 下 ， 0 19; 的 振幅 比 为 

" il2. 


FF AAT1 :V3 
的 情 纲 下， 两 者 的 振幅 比 为 

33 7B:—s B=!1 : 一 人 /2 
关系 的 初始 条 件 的 话 ， 则 择 
为 单纯 的 振动 . 而 在 一 般 情 
况 下 ,将 形成 (5.5) 那 样 复杂 
的 运动 . 

360: 士 9: 这 种 特殊  : 
的 组 合 , 构 成 了 (5.4) 那 样 的 /7 
简 谐振 动 ， 这 件 事 暗示 出 ， / 
车 将 广义 坐标 由 91，9: 进 行 / 


所 变换 ， 把 由 党 
Q,=V 2 0+0,, 
Q,=~ 201.— 0 
的 坐标 做 为 新 的 广义 坐标 的 话 ， 则 有 : 
Y=— 2?Q, 9 一 一 03Q， (5.7) 


实际 上 ， 如 果 反 过 来 求解 (5.6)， 将 所 得 到 的 
l 
0 一 元 (Qi+Qs)， ,= (QR Qs) 
代入 在 (5.1) 式 中 令 r! = 二 m2 二 mm、L 二 1 = 二 1 的 拉 格 庆 日 牟 数 
一 全 (2 作 二 20 人 十 瞄 ) 一 297(203 一 全 ) 当 中 时 ,出 


L=" [i(2+v 2)0t+(2— v2)0:} 


“413. 


-20-( Qi+ Q3 
成 为 工 = 工 ;十 工 : 这 种 可 以 分 离开 来 的 形式 . 由 此 , 列 出 运动 方 程 
d /aL\y ap 
DA 

便 可 得 到 (5.7) 式 : 


= (2+v/ 2) QR, 


这 种 新 广义 坐标 Qi1(t)，Qs (1) 所 表示 的 运动 的 加 频率 @ 40。 


的 谐振 ， 如 (5.6) 式 表示 的 那样 ， 它 是 由 原来 坐标 进行 特殊 组 合 


而 成 ( 其 结果 就 象 图 5-2 那 样 的 振幅 比 )， 把 它 称 做 此 时 简 正 振动 


或 简 正 模 ， 将 新 坐标 QQ;, 称 做 简 正和 坐标 . 

企 原 来 的 拉 格 朗 日 函数 中 ， 存 在 着 与 0 0 成 比例 .将 9, 振 动 
和 0: 振动 连接 起 来 的 项 .假如 没有 该 项 , 那么 091 与 9,( 跟 Qi ,Q, 一 
样 ) 成 为 独立 的 两 个 简 谐振 动 。 在 不 同 场合 下 ， 该 项 在 U 中 以 与 
010: 成 正比 的 形式 出 现 ， 该 项 在 T 与 0 两 者 中 都 出 现 ，0,，6， 一 
Q,,Q, 变 换 ， 可 认为 是 为 了 使 9; 的 二 次 齐 次 式 T 或 9, 的 二 次 齐 次 
式 U 当 中 消去 交叉 项 ， 而 将 它们 取 平 方 和 的 形式 . 下 一 节 我 们 学 
习 这 种 方法 的 一 般 性 理论 . 


35~2 平衡 点 与 拉 格 朗 日 函数 


所 谓 力 学 体系 的 振动 ， 是 在 不 加 外 力 情 况 下 ， 将 持续 保持 平 
衡 、 静 止 状态 的 体系 中 , 受到 某 种 作用 ,使 之 由 平衡 位 置 少 许 偏 移 
时 ， 由 于 使 其 恢复 原状 力 ( 恢复 力 ) 的 作用 ， 以 及 因 惯 性 的 存 
在， 在 恢复 尿 来 状态 的 过 程 虽 ,不 能 保生 ,机 梁 向 善 反方 向 移 田 而 
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a 


产生 的 情况 那么， 究竟 用 什么 样 的 式 子 来 表示 它 呢 ? 

考虑 /个 自由 度 的 体系 ， 设 描述 该 运动 的 广义 坐标 为 gl ，9g2 ， 
499+， 上 六 的 01 ，09, 就 是 其 中 一 个 例子 . 设 该 体系 是 由 不 显 
含 t 的 拉 格 度 日 商 数 上 二 T 一 0 来 控 述 ，0 仅 为 91，4s，…，4s 的 
图 数 ， 而 与 速度 10 } 无 依存 关系 ， 

T=T(g,g), U=U(g) 
帮 任 和 一 0 一 一 0r 一 0 时 ， 动 能 工 王 0. 这 如 苇 人 
目的 ( 车 不 是 这 各 情况 的 例子 可 见 第 一 天 8$2-3 问 题 3). 于 是 ， 
不 包 合 2 的 一 次 项 ， 而 成 为 二 次 齐 次 式 . 
2 (5.8) 


ret 


d / aL = 9 1、 


街 到 各 止 状态 :的 特别 解 ， 

qi 一 qi; “一 代数 (i=1, 2,*……, f) 
吏 是 要 右边 的 9L/94q; 一 一 {qi} 和 {9} 的 函数 一 一 在 代入 和 二 引 
= d=0, d=4"', 4 二 4 ,1…….，, 4ds 二 qs ”时 , 变 为 盗 : 


oL 呈 
Gg. “(i=l, 2 ， | f ) (5.9) 
这 是 因为 
9L oT 
deo; gd 


征 di， “ys 4 的 一 次 莉 次 云 ， 将 其 对 ! 微 分 ( 等 于 2， ) 代 入 和 一 0a 
一 … 一 全 二 0， 全 一 色 一 … 一 休 一 0 时 将 变 为 零 . 从 (5.9) 的 扯 个 
并 子 中 可 求 出 g ，、9 生 ?9 和 )， 因此 ,可 以 知道 平衡 位 加 

夏 怒 将 此 位置 取 为 91， 人 …… gr 也 凹 亏 。 纪 将 g， dm 
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改写 为 qt ， 这 样 ,只 限于 考虑 该 平衡 位 置 附近 的 运动 ;对 于 U(41> 
q,，…，qs ) 来 说 ， 就 可 以 用 展开 式 


U 王 Co 十 2 Di gq; 二 二 各 jd;d; 


岂 样 ， 一 般 情 况 下 ，(5.8) 式 中 9 负数 的 攻 7 也 可 展开 为 qi， 
和 纪 数 ， 介 闭合 和 一 绩 抽 野人 4 ， 帮 只 取 展开 人 
的 0 次 天 (常数 项 ) 其 余 均 仿 去. 也 如 是 说 ，《5.8) 中 攻 ,， 是 不 取 
次 于 9 的 常数 .这样 一 来 479T/94; 二 0， 所 以 ，(5.9) 式 为 


nb 
下 标 0 的 意义 芷 : 到 匡 引 二 qz 二 一 二 gy 二 0 机 对 应 9U /9gq; 的 值 ， 
这 样 ， 就 必须 消除 挟 吕 申 开 趟 中 国 一 这 项 ， 所 以 
b,=b,=..b;=0 
若 将 0 的 原点 改 取 为 U。， 则 结果 可 表示 出 : 
0= , Peisgg : (5.10) 
所 以 ， 取 ci j= 二 0;; 跟 KK; ;是 一 样 的 . 
当 稍 微 偏离 下 衡 位 置 qj 二 4; 二 … 二 qs 二 0 时 ， 必 然 要 有 使 其 
恢 旭 到 原来 位 置 的 力 发 定 作 用 ,所 以 ,二 衡 六 置 必 须 在 已 取 最 小 值 
5 沁 方 . 因此 ，(5.10) 必 须 是 正 值 二 次 型 所谓 正 值 二 次 型 ， 就 
是 例如 象 


X2 XxXy++ y=(xXx- 二 )?+ -y* 0 


a 


球 翌 ， 除 去 9 一 gs 一 … 0 了 区 页 到 正 值 的 二 次 齐 次 式 。 

从 定义 上 讲 ， 动 能 是 不 能 取 负 和 值 的 最 ， 因 此 ，(5.8) 式 也 是 
关于 所 ，…， 和 的 正 值 二 次 型 这样 一 来 ， 可 以 知道 ， 我 们 所 讨 
论 体 系 的 拉 格 朗 日 通 数 是 由 二 个 正 值 二 次 型 表示 的 


L=T 0U= 2 Kg 2cdg0 (5.11) 
A 
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图 5-3 平衡 是 稳定 的 ， 为 了 产生 以 其 为 中 心 的 控 动 于 入 
位 置 必 须 象 (4a) 吐 放 全 于 5 变 为 汲 小 处 .不 允许 从 家 
大 或 象 (b) 堵 祥 的 鞍点、 
问题 1 如 二 面 的 形式 讨论 (5.1) 式 . 


35-3 和 简 正 振动 和 简 正 坐标 】 


于 拉 格 关上 日 贞 数 (5.1 和 建立 这 切 方 程 时 ， 可 得 浊 : 

2 Kyd;+ 2 ec,;q; =0 (}=1， 2, 1, f) (5.12) 

J J 
1 个 去 程 . 本 和 节 的 课题 就 是 求 出 简 让 振动 的 频率 和 简 正 坐 标 .发 
生 简 下 振动 村， 如 $5-1 所 和 活 到 的 那样 ,是 所 有 的 9 都 看 相同 圆 频 
率 w( 随 振 概 正 负 的 不 同 ， 帮 时 相位 相反 ) 那样 的 振动 : 

qd; 一 Aicos(Cdot 十 w) (5.13) 

央 上 败 ， 将 它 代 入 《5.12) 呈 成 为 

SS (kK os NAc — 

~ ( 1 7 +cij)Aj;cos(wt+oe)=0 

了 


所 以 做 得 到 
2 (天 ， 7 0 Ci (5.14) 


这 全 夫子， 旭 时 合身 证 尝 ， 也 可 以 玫 示 为 


2 
人 oo? 一 cl 天 io 一 Cla * KlyO 一 Cl 


大 002 一 cy， Ko 一 Cs i 和 人 270 一 Co 
内 

Kjiw?—cey 人 ro2 一 cr， 机 长 f yo -一 《7 
Al 

A 

2 ， 
一 (5.142) 

A, . 


如 果 把 (5.14) 看 成 是 对 于 f 个 未 知 数 A41，A;，…，Aj 的 联 立 
方程 ， 则 似乎 其 数目 也 正好 是 f 个 ， 但 实际 并 非 如 此 . (5.14) 的 
各 项 都 以 一 样 的 形式 包含 4r， 所 以 正确 说 来 ， 例 如 说 用 A, 全 体 ， 
可 以 把 它 看 成 是 求 六 1 个 Ajy/Aj(j=1，2，3，…，f ) 的 方程 ， 
也 碗 是 说 ， 根据 (5.14) 决 定 的 只 是 4A， : Ar 之 比 ， 绝对 
值 尚 不 能 确定 。 这样 一 来 ， 应 当 确 定 的 未 知 数 为 1f- 1 个 ， 而 方程 
入 jf 个， 过 剩 了 ， 所 以 ， 便 如 说 ,《(5.14) 中 最 初 的 f 一 1 个 (i=1， 
2，“。， 1 ) 所 决定 - 


代入 最 后 的 式 子 (= 户 , 它 必须 成 立 、 根 据 数学 定理 ， 这 可 用 以 
下 的 必要 充分 条 件 来 表示 ， 即 由 (5.14a) 的 方 阵 (K; ;@, 一 c; ; ) 构 
成 的 行列 式 为 零 . 
天 oz 一 cll 天 oz 一 cj， 和 rz 一 Ci 
K, ow* 一 ca 1 人 :02 一 ca3 的 人 :ys 一 cz 
一 045.14b ) 
| Ky1 ow? 一 cy KRrao2 一 crz ~ kyo? 一 cyy | 
但 实际 上 ?也 是 未 知 数 ， 所 以 如 选取 能 满足 这 个 式 子 的 oz 的 话 ， 
则 可 求 出 象 (5.13) 那 样 的 解 .-(5.14b》 是 关于 oz 的 f 次 代数 方程 ， 
所 以 ， 解 出 这 个 式 了 就 能 求 得 个 根 @?， w?，.…， wy〈 重 根 分 
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贡 计 算 ). 此外、 如 果 T 和 口 都 是 正 全 二 次 型 的 话 ， 则 数学 定理 告 
诉 我 们 ， 这 上 个 根 都 是 正 值 ， 即 使 特意 把 or 设 为 负 值 ， 在 物理 
二。(5.13) 的 结果 跟 正 值 相同 ， 所 以 ， 如 果 只 取 平 方 根 的 正信 
WO 0, 

的 活 ， 它 就 是 简 正 振动 的 圆 频 率 、 简 正 振动 的 频率 通常 叫做 国有 
频率 而且， 习惯 上 把 (5.14b) 那 样 的 方程 ， 在 物理 上 称 为 久 期 
方程 . | 

问题 2 碌 §5-1 的 双 探 当中 ， 对 于 二 =]，m 二 m= 二 m 的 场合 ， 试 
用 以 上方 法， 求 出 简 正 振动 的 阅 频 潍 ， : 


$5-4 简 正 振动 和 简 正 坐标 二 


如 果 解 出 久 期 方程 ， 求 得 w?， o3，…， o? 的 话 ， 分 别 对 

它 的 解 (5.14》 大 定 4,， A,,， "sg Ar .能够 决定 的 仪 仅 是 它 位 

的 比 ， 目 南 ， 适 当地 一 一 例如 取 A, = 1 时 一 一 将 可 确定 的 量 设 为 
对 于 @? 为 A ，At)， .A 


对 于 oO 为 和， 生生 
对 于 of 为 人 Ap 用 ) 
它们 可 以 君 成 (5.14) 式 ， 即 
2 (Kisot crs) A'S’=0 UD) 
对 -于 ww; (Cs 关 Or ) 来 说 
人 (Ko 一 cy ) 4 人 7 一 
式 成 立 . 这 里 ， 把 ; 币 J 互 换 ， 设 ; 
(Ko? css) 4 一 0 
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mK,, =K,s, ci 一 Ci 刚 

2 (Ko ci;) A ?=0 (ii) 
(让 式 习 以 A403， 对 i 求 和 ， 并 将 (i) 式 乘 以 A ，， 对 ) 求 和 ， 
则 形成 两 个 式 子 ， 

(Kiyo cs) Al? 4 一 

2 .2K,j0? ci;) A AS 一 0 

j 
作 沽 法， 消 掉 ci jj 的 项 ， 则 

(oz wz)2 2 KAI AI 一 0 


规 在 设 o 关 wy， 所 已 ， 可 得 下 州 里 发 大 系 : 


| DK,, A A(*)=0 (5.15) 
， 2 
_. 


对 于 @x 的 解 ，( AAS 入 和 
对 于 oz 的 解 : ( 40， ) 
的 正 变 关系 . 当 两 个 矢量 A 和 有 A) 的 分 量 ( Als”，A',，， 
A ) 胡 ( A ，AGI，AG)) 之 间 存 任 着 A'4 A 十 AG 
A'3) ，A4) AG3)=0 的 关系 ，A0) 和 A'*' 季 直 . 所 以 把 它 扩 


展 成 1 维 ， 把 ( A ，…， 4A) ) 看 成 维 失 是 的 内 积 ， 把 (5.15) 
左边 看 成 这 样 的 两 个 f 维 估量 的 内 积 ( 数量 积 ). 在 KK;y=6;; 时 ， 


则 成 为 沁 4AG 7) 4 本 普通 估量 的 内 积 ( 除 了 维 数 不 同 之 外 ) 


一 致 ， 可 以 认为 直 将 其 扩展 至 攻关 6 场合 的 结 本， 
用 这 种 (扩展 了 的 ) 内 积 定义 ， 并 利用 通常 的 估量 与 其 自身 
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拒 稳 称 为 


凡凡 和 | A 二 A2 二 A 十 A 等 于 其 大 小 ( 供 的 党 亲 这 一 晶 实 ， 
| 有 | 四 
> > KA AI 一 1 (5.16) 
t 3 


焰 " 失信” (A 5， 9) 的 模 席 定 为 1 ， 于 省 ， 


人 人 所 A 的 绝对 值 也 古 饮 定 ! 电 . 然 在， 邮 使 全 
竹 轩 相反 ， 也 是 一 样 ， 唯 有 这 一 点 是 不 确定 的 把 (5.167) 潮 杆 的 
方法 称 为 规格 化 或 归 一 化 . / 

现在 假设 o，os，…，of 都 不 相同 ， 外 未 利用 上 述 方 法 鞭 
求 得 的 相互 正 交 的 1 个 解 (Af*? ,A ,Ap 作 R 一 1，2， 
f ) ,那么 与 双 摆 (5.5) 式 相对 应 的 通 解 旋 

q(t)= A aicos(wit+i+a)t+ A acos(wat 十 Ca) 十 条 

十 424)QarcosSCort 十 Cr ) 
q(t)=Ali alcos(@t+oa)+ A dcos( wt a 上 


十 AT acos(wt+os) 


qs (划一 和 和 aicos(wit 十 Ci 十 生生 aacos(wast 十 aa ) 十 … 


十 Al arcos(ort 十 cr ) (5.17) 
dls QI dd2, 023 “yy Ur, Qs 是 应 当 能 由 初 洱 条件 等 来 确 让 : 的 
由 分 年 数 ， 在 该 式 中 ， 内 汉中 是 有 限时 ， 出 人 裕 为 0 凤 ， 
表明 第 k 个 简 正 振动 发 生 . A1*?，A5*?，…， 全 应 当 给 在 时 
4G1，gz，…，9gy 的 振 刁 比 ， 


在 (5.17 ) 的 第 一 式 上 条 以 和 Riy4f ， 第 二 公 乘 以 
JJ 


2 Ki 4A; 人，…， 最 后 的 式 子 村 以 2 二 KryAS*)， 并 将 全 体 相 
J :了 


=--- 上 -= 


加 由 左 边 为 
>， > ， K,;As:”"'q;(t) 
i 


KoyAl Ayarcos(orttar)+ 2 2 Ks A 

、A‘*)aq,cosiwst 二 a ) 十 … 十 2 2 K,; A?!) AS*) 

cos(wrtay) / 

如果 利用 正 交 关系 (5.15) 式 ， 那 么 ， 在 该 求 和 之 中 将 只 剩 下 第 上 

项 ， 和 在 象 (5.16) 式 那 伞 规格 化 ， 其 结果 ， 右 边 吏 成 为 ar cos( wt 
十 cz) ,因此 ， 可 得 到 

2_ 2_ KAS q(t)=arcos(wt+ar) (k=1,2,...,f) 

这 就 是 与 双 摆 情况 下 (5.14) 式 相对 应 的 式 子 ， 因 此 ， 以 上 式 左边 
Q.(D)= 守 ( 记 AisAs )qi(t) (5.18a) 
1 了 
来 定义 简 正 坐标 Q(t)， 因 为 (5.17) 式 为 
q(t)= 2, Alt} qaqa.cos(wrti+oar) 
十 
改 根 搞 akscos(Cort 二 as ) 一 Qi， 可以 好 出 ， 
qi (t)= 2 A{*’ Q(t) (5.18b) 

由 (5.18a) 利 [(5. 18b) 可 给 出 ( 91， 人 2 ds ) < ( Qi ， 
Q,,， "ys Qi ) 的 泽 换 . 

在 利用 qi ，4z，…，4; 的 情况 下 ， 不 可 能 分 解 为 独立 的 简 
Qr 来 表示 时 ， 它 们 将 成 为 独立 的 简 谐 振动 ， 这 一 点 ， 根 据 以 上 
做 法 ， 想 必 不 难 理解 。 用 拉 格 郎 日 方程 能 够 确认 这 一 点 ， 通 过 以 
下 反问 题 请 读者 自行 解决 . z 

问题 3 试 桨 (5.18b) 式 中 之 i 改写 为 1， 代 过 (5.12)， 用 (5.14) 消去 
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cs;， 将 得 到 的 式 于 乘 以 A( “后 ， 对 谏 和 ， 而 导出 4 = 一 osQ: 
下 面 简 单 谈 一 下 久 期 方程 具有 重 根 的 情况 ， 这 时 振动 称 为 是 
简 并 的 ， 现 在， 假定 @| 三 ws 是 简 并 的 (w= 二 w,)， 其 固有 振动 频 
于 :Cs 。 Ly ee 不 相等 . 阁 ( A‘*), 人 人 8 As*)) 合 并 缩写 
为 久 '* .车 用 某 种 方法 , 找 出 (5.14) 对 于 ol 二 ws 的 两 组 解 ， 并 将 
它们 设 为 A ，A”， 其中，A' 和 和 A’ 是 一 次 独立 的 (一 方 不 是 另 
一 方 的 常数 们 ). 字 导 出 (5， 15) 的 讨论 一 样 ，A' 与 4” 二 者 均 与 
人 AA， 有 A ，…iE 交 ， 这 是 肯定 的 ， 但 是 不 能 保证 A' 与 4" 正 
交 ， 现 在 ， 下 年 量 和 各 全 的 任意 线性 组 合 A” =c1 人 A 十 cz A"， 
则 它 也 是 (5.14) 对 于 ol 一 os 的 解 ， 若 将 A' 和 A" 进 行内 积 ， 风 
(A .A”)=c,(A’.A’')+c, (A’' .A’”) 
间 采 选择 ci1 、cs 以 使 它 为 0%， 即 取 
Cy (A' .A”) 


| 


cr (A’'.A') 
人 A 与 个 正 交 ， 它们 都 是 (5.14) 对 @1 二 @, 的 解 , A AtM)，.….. 
也 四 父 。 如 有 必要 ， 也 易于 将 其 规范 化 ， 为 

(4 .A')=(A”.A”)=1 
这 样 得 到 的 A' 和 A” 作 为 A Ac) 的话， 那么 AAA) 
A3’, sn ， A(7 就 将 满足 

AAA 一 6， 

出 上 述 做 法 可 知 ，A，A42) 的 选取 方法 并 不 是 唯一 的 ， 

例如 ， 将 4 定 为 4 ， 而 将 与 其 正 交 的 矢量 作为 &4z 也 是 可 以 
FH]. 


35-5 ”分子 的 振动 


必 一 般 性 的 论述 ， 难 以 描绘 由 具体 的 图 象 来， 在 这 里 ， 以 
(Os 分 于 的 振动 为 便 加 以 说 明 ， 这 种 二 氧化 代 分 子 是 碳 原子 在 中 
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上 由、 两 侧 的 氧 原子 等 距 (〈 设 为 ea ) 硬 形 成 的 直线 形 的 分 子 ; 现 在下 
租 止 的 平衡 状态 下 ， 选 取 分 了 家 y 人 

的 方向 为 x 锁 ， 上 与 其 刁 直 的 方 问 | 
为 Y，z 轴 《图 5- 外 .中 心 的 碳 原 
了 位 移 ( 不 是 位 置 ， 市 是 离 平 B42| 入 _。 多 
衡 位 置 的 位 移 ) 为 Xo。，Yo，46o， 和 气 中 诅 


黄 侧 氢 原 子 的 位 移 为 X1，Y1， 
Li， X,Y， Cos 分 了 扑 1 
运动 一 般 通 过 9 个 广义 坐 剑 来 描 ““ 网 5- 

因为 艺 遂 到 位 移 十 徽 小 的 ， 汪 yy 、1，、 使 只 了 于 辣 陪 产生 区 
化 ， 作 为 才 示 舍 绒 振动 的 坐标 来 合用， 全 这 旦 认为 是 洲 有 了 寿 介 
缩 的 情况 〈 加 上 约束 条 件 )， a 着 腿 和 于 y 产 向 租 s 产 问 的 位 移 .过 样 
一 来 ， 分 了 猎 曼 力 对 于 图 5-5 的 角 变 是 起 作用 ， 如 果 角 变 量 不 大 
的 话 ， 其 势能 可 成 ， 

.人 
U= ,0? 
让 我 们 以 Yi;，Z; 来 表 水 这 个 站 ， 图 5-32 与 2 的 距离 是 eag。， 正 如 
将 分 子 投影 在 ys 平面 上 而 从 图 5-6 中 所 看 到 的 ， 它 可 由 
a6=~v (2Yo YY Ys)?+(22, 2Z) 2,.)¥ 

给 出 ， 因 此 ， 设 k==xfa?， 则 如 成 为 


k 
= {2 YY ys) 十 (2Z。 Z 2,)’) 


一 (4 4 十 YY ) 十 (YY 十 Y 2 


+ 214Z0 4Z6 (Zi 十 Z) 十 (Zi 十 2 )3 


(Yi 十 了 2)，(Z1 十 2Z,) 术 拆散 而 原封 不 动 地 保留 下 来 ， 其 理由 不 
久 就 可 以 弄 清楚 . 
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图 5--5 图 5-6 


设 C 的 质量 为 M，O 〇 的 质量 为 m， 则 动能 为 
T=M (y+ 23)+® (了 十 21+ ?+ 23) 


» ， ‘gs NM 2 : 9 
于 区 十 下 (区 十 了 | 二 [六 十 守 ( 姑 二 23)) 


光 为 口 岂 好 ， 了 也 好 ， 都 可 分 离 为 7 方 间 的 珊 筷 s 方 回 的 项 之 和 ， 
所 以 ， 不 必 将 整体 一 起 计算 ， 可 以 分 别 计算 之 后 肯 合 在 一 起 进行 
考查 ， 因 和 而 ， 我 们 今后 将 只 计 红 ?> 方 向， 这样 搁 格 骨 月 函数 为 
Ly=Y Yt (YY+ TS) 
EaYs 4Yo (Yi+Y:)+(Y +Ys)*} (5.19) 

在 此 ,进行 部 分 点 变换 (相当 二 在 | Ya 问 中 将 坐标 轴 旋 转 45°). 

= /3(Y, 十 Y。)， 7.= /=(Y, -YY,) (5.20) 
即 可 得 为 


Y= (Yt+Y.-), Y, = jo(Y,.- ~) 


。 ] ， 。 上 ] 。 。 
Y= 7 (+ 十 半 - 沪 2 一 7 Y_) 
‘YY 一 ~ 


因此 
Yi = YY 


L 或 为 
Ly 一 Y? 十 可 2 4 YY2— 多 Y 3 一 2A/ 2 KRY YY 
呈 2 Y? : (5.21): 


在 这 里 ， 动 能 当中 没有 交叉 项 (了, 阅 j(i< 四 的 项 ) 为 了 最 
;一 0 7， 地 

\AMY，=q， VmY,=q, NVMmY.=q, (5.22) 
当然 有 ，、7 MT = 各 ，\ 人 了 :一 ass， 这 样 


Ak 2 2 2MV2k, ,4 
L, = (4 十 4? 十 和 ) SM am 2 十 -一 ve vg, ( } 
以 下 处 理 就 很 方便 了 . Kj;;，ci ;成 为 
4 ?天 
Ki 一 04y， “00 一 Ci 一 人， cn =— Vk 


建立 起 拉 格 朗 趾 运动 方程 : 


4k , / 9 
lo 二 一 Mg 二 VMm 


jo 2k 
d1 RV gm do ma (5.24) 
#2 =0 


q 0- sj qi 形成 复合 振动 可 以 看 出 ， 碍 gs 由 不 存在 饶 复 力 所 以 
不 会 形成 振动 ， 因 此， 首 虑 @ 一 0， qi 一 0， 但 qz 关 0 的 情况 即 
可 .， 
由 于 Y=0, Yi 十 Y=0, YI- YR0 Y=- Y。 因 中 
央 的 矶 原 子 不 动 , 氧 原 子 1 和 2 以 相反 方向 与 分 子 轴线 垂直 运动 ， 
所 以 这 是 分 子 的 回 罗 ， 而 怕 复 力 应 对 回 园 不 起 作用 ， 因 些 ， 如 果 
多 订 492() 志 0 在 仿 ， 则 分 子 将 按 原 状 回 轻 ， 与 位 移 微小 的 假定 完 
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全 本 反 ， 这 是 因为 ， 将 DUy 表示 为 U(gosgiy gj) 时 ， 不 是 正 介 一 
次 型 ， 如 图 5- 8 那样 ,在 qs 方向 上 变 得 平阳， 这 样 的 回转 应 万 行 处 
得 ， 所 以 在 仅 了 解 振 动 时 不 去 讨论 它 记 ， 从 开始 夭 可 假定 9 9 一 


( 这 也 证 :一 种 约束 )。 


Uy(91, 92) 


图 5 一 ? 外 5 一 8 
这 样 一 来 ， 所 阁 碟 的 必 此 自由 度 仅 有 go 和 9 也 就 是 说 ， 只 
划 计 鼻 (5.24) 开 头 两 个 尺子 就 可 以 了 .在 这 种 情况 下 (5.14b) 的 
从 期 方程 ， 成 为 


» 4k jf 2 
“” _M 2k\ Mm | 
"2 2k 
| ok /< 2 
: | VMN © im | 
0 “。 1 0 
ty 二 一 
ik 2k  ， 4k 2 
MTm “02 MT 


还 出 现 了 饶 复 力 为 0(w1 一 0) 的 运动 ， 那 么 ， 达 到 底 表示 什么 呢 ? 
为 了 看 消 这 点 ， 对 @Q1 和 os 求解 (5. 14), 了 可知， 


靖 凡人 DT 
对 了 于， 二 0 得 A 二 十 入 | 


本 ‘4k ok, A | 
EO CD) ， 一 \ NM 十 六 人 A -一 . 


国 为 Kjj 二 6;j;， 人 估量 拘 内 积 
(A 一 ) Ar) 十 Al! ) Al*) 


下 生生 和 42 的 正 交 性 也 马上 上 可 以 看 清 ， 按 上 面 方 法 


进行 规 检 化 可 得 ， 
_ atc1) M AL /2m 
CU 1 一 二 i, A 1 OO 9 = /一 
VM+2m Y RM 二 2P 
om ‘2 /_ _M 


ak 
n :A VM 二 21 
(5.18a) 秋 成 Qi (1) 


因此 ， 按 (5.58a)，(5.18b)4 册 党 后 下 
= 4 296， 所 以 得 到 ， 
{: M i om 
MIT Mm Mm 
(5.252) 


2 
1 . --- 


NV MI NMFS 
WN Mam Qt : 
i oe. (5.25b} 
: 2 p NM 
WT MATm NN NW 
进 衣 将 go， 41 复 原 为 了 ,， Y, 9 Y, Hj， 全 
MY os 十 if(Y 十 Y,) 
Q 一 
A ‘mm 十 31] 
/{ My - 
Qs = aM+4omi lt 


0 在 Qi 于 0 的 时 候 ， 和 根据 
(YY,)=0 


(Y,+Y,)} 


所 以 »  : 若 考 上 碟 dq。 =0, 
Y,， Y, 二 Uy， 


Y=Y,=Y, 
也 就 是 涪 ， 可 以 看 出 分 子 整 体 保持 闵 状 ， 形 成 沿 y 方 加 的 平 动 . 
是 二 这 应 当 也 没有 谈 复 力 的 作用 ， 因 此 ，%1 = 二 0 是 很 目 然 的 .恒心 
和 YY 和 匠 水 由 

Y= 人 yo 十 OOy 十 ya) 
NM -二 219 

BE X. 所 以 ， 让 分 于 整体 只 在 ? 方 回 仅 移 了 (一 Yi 一 Y,) 时 ， 
由 yo 一 yo 十 了 0o，y1 一 ?十 Yo，3?2 一 ys 十 了 0 得 到 


| MY mY +Y) 


Y， 一 Y 十 Qi 


M + 2m = o 十 7 这 二 琉 
这 岂可 以 大 鸭 Q 是 表示 平 动 ( 重 心 的 移动 ) 的 广 叉 从 标 . 
这 样 ， 假 如 将 回转 与 平移 分 离开 来 的 话 ， 作 为 振动 自由 度 你 
留 下 来 训 内 有 Qs。， 该 ,的 振动 方式 的 变化 表示 如 图 5-5 那 样 的 变 
角 淫 港 。 也 可 看 出 ， 该 拉 格 郎中 方程 为 
Y=— w:Q, (5.26) 


六 频 鹤 岂 


/4 2 
2TVMT (£=, ) 


wi £41 
Si Tt 


& 广 也 罕 仿 与 沱 相 问 ,可 将 回转 和 大平 确 分 离开 ,同样 可 得 到 
oz 的 发 用 振动 ， 此 两 个 迹 前 振动 ，os* 是 共同 的 ， 故 是 简 并 的 . 


但 将 其 视 为 
< Go-= ~ DIY,, di 一 人 Ai YY,., qs 一 人 /Hi 了-_ 
G3 一 人 NZ,, q4 一 Mi QZ， ds =m 2- 
， 这 3 个 三 关 玲 标 构 成 国 6 天 空间 锥 的 尖 攻 时， 用 分 量 表示 ， 刚 妇 


轿 (5.25a) 折 未 ， QA 


nm / | Ns 


1 
| 轩 : i | a 让 | 0 0 0 0 
AS M2? AN B28 ”9 
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相对 应 ，z 方 向 的 变 角 振动 可 用 


AL ) 一 (0，0，0， Mm Vs 


6 维 天 量 表 示 ， 所 以 ， 内 积 的 正 交 性 
(A‘?) AC ))=0 
束 很 清楚 了 ， 

AQ) (或 首 其 上 乘 以 acos(w@zt 十 a) 的 Q。 ) 是 在 与 Xxy 面 平行 
平面 内 的 变 角 振动 ， 可 以 使 A 是 在 与 x# 面 平行 的 平面 内 所 表 
未 的 变 角 振动 . 那么 ， 当 然 会 产生 这 样 的 疑问 ， 即 与 x 轴 平 行 的 
其 它 任意 的 平面 内 的 同样 形式 的 振动 将 变 得 如 何 呢 ? A'*) 与 
A 的 线性 组 合 当 然 表 示 那 样 一 一 0 相同 一 一 的 振动 ， 可 以 指 
出 ， 因 组 合 系数 的 不 同 可 表示 面 的 倾斜 情况 ， 其 它 的 则 请 读者 自 


已 去 研究 ， 通 过 这 个 例子 ， 也 可 以 推测 出 简 并 是 在 何 时 产生 的 . 
问题 4 变 角 振 动 时 ，C 与 忆 的 位 移 之 比 将 如 何 ? 


35-6 ”品格 振动 


取 很 多 质量 为 ms 的 重 物 ， 长 度 为 tL、 弹性 示 数 为 k 的 弹 筑 ， 将 
它们 连 成 如 图 5-9 那 桩 的 链 状 ， 并 将 其 置 于 光滑 的 水 平面 二， 学 
虑 使 重 物 灌 着 链 的 长 度 方向 产生 微小 振动 ， 由 左边 开始 顺序 将 重 
物 进行 编号 ， 设 第 /号 重 物 的 位 移 为 &， 


—{— 
J-~2 Jj-1l J /+l j+2 
> 字 人 
bt 


图 ”5-9 
该 系统 具有 的 动能 为 
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T 一 > meé’ (5.27) 
弹 稀 具有 的 势能 和 帅 


U=5 Lk(é;,1—é7)* = kS (E93—éé141) (5.28) 


I 
2 


] 


表示 。 因此 ， 拉 格 朗 月末 数 为 


{mk ) 了 (5.29 ) 
和 : 
méj=—k(2é)—é)141— £1-1) (5.30) 


的 形式 ， 因 此 ， 加 江 有 
éjr1(t)+ és -1(t)éé(t) 计 计 轩 计 
的 话 ， 则 (5.30) 式 将 归结 为 谐振 动 的 方程 ,所 以 能 够 简单 求解. 
现在 ， 作 为 求 复合 振动 的 简 正 振动 ,来 考虑 仅 有 其 中 的 第 ?个 
锌 激 振 的 时 候 ， 这 是 在 (5.17) 式 中 an 关 0 和 而 除 此 以 外 的 ai 全 为 0 
的 情况 ， 现 在， 因为 相当 于 gi， …，gr 的 和 是 Er 所 以 有 : 
Et 一 An Gacos(ont 十 ca) 一 Ai Q(t) 
因此 大 能 形成 | 
| Am) 十 An cc An ) 
的 形式 惑 应 当 可 以 了 .为 此 ， 利 用 正 终 函 数 具 有 
Sin(7 十 1)9 十 Sin() 一 1)0 一 2coS7TSIn77 


这 个 性 质 的 话 ， 尖 取 Aw ccsinjn ,站 话 ,似乎 就 可 以 了 , 故 设 C。 
为 规格 化 常数 ， 试 取 4 一 Cusinjn ,那么 就 有 : 
é;(t)=(C, Sinn,  )Q CD) 


又 ， 代 入 (5.30) 式 时 有 : 


On = 2 1 一 cos7 JJQ。 
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On =V (1 cosn,) =2\/ 一 sin 志 

即 可 . 

那么 ， 怎 么 来 确定 7 为 好 呢 ? 现在 , 设 链 的 两 端 固 定 ,并 将 其 
用 < 一 上 一 0 
表示 因为 当 j=0 时 ，sinjn, =0， 所 以 &。 二 0 已 被 满足 ， 若 再 有 

Nn 二 的 整数 信 

的 话 ，zx 二 0 也 将 被 满足 使 这 个 整数 各 编号 % 一 致 起 来 是 很 便利 
的 . 


(n= 1 2， …) 


现在 ， 设 m 王八 十 》， 因 ) 也 是 正 整数 ， 而 有 ， 
EA 


7 一 


Sinjnw,y = Sinj— 一 sin( 六 六 十 和 ) 一 (一 1)7Siny17y 


所 以 ， 和 了 得 大 于 N 是 没有 意义 的 此 外 n= 二 NN 也 将 使 sinjny 
二 0 ( 参阅 图 5-10 最 下 面 ) 所 以 也 不 能 用 .结果 ， 人 能够 采用 的 # 为 
# 一 1，2，…， 人 一 1 
共 N 一 1 个 ， 因 为 设 £0==&y 二 0, 该 体系 将 用 5&1，6,,…，&w-1 来 描 
述 ， 目 由 度 为 N 一 1. 因此 , 简 正 坐标 也 应 当 正 好 是 Q,, Q，,， | 9 
Qw-1 这 NN 一 1 个 ”所 以 作为 上 述 情况 正好 合适 ， 这 样 可 得 到 ， 
49 一 Csin( 生 让 (n=1, 2，…，N 一 1) 
如 果 使 用 


工 sin(- N =-j) sin( 

的 话 ， 也 可 表示 出 正 交 性 (ne 的 时 候 )， 也 可 看 出 规 格 化 常数 
Cn 可 取 为 
2 
cu 


Ej) = 外 名 


结果 得 到 ， 
. 132 . 


A = /2 -sin 人 (全 oy ) (1 一 1, 2 和 六- 1) (5.32) 
于 是 ， 当 只 有 第 n 个 简 正 振动 时 ， 各 重 物 的 位 移 由 


(0) =V sin( Fj)Q, (1) (5.33) 
给 出 ， 其 中 ， 因 Qt 一 ascos(oont 十 cn)， 其 加 有 频率 由 
OO = 2 炎 sin nT (5.34) 


给 出 ， 这 构 戌 两 端 为 节点 的 “ 驻 波 ”形式 ， 我 们 取 N 一 1! 王 6 并 将 
其 改 为 “ 横 波 ", 将 其 “波形 ”(5.32) 表 示 出 来 的 话 ， 则 如 图 5-10 
所 示 . 当 考 虑 改写 为 

sin( 写 - 让 = sin( RT jl ) 
) 是 从 链 左 端 到 第 1 个 重 物 的 距离 〈 设 为 xy ) 时 ， 若 设 长 为 入,， 
并 全 ， 

sin( Nix )= sin Tx, 
即 得 


wn es 


~ 
站 条 司 强 


图 5-10 ”如 将 向 右 的 位 移 改 变 成 为 向 上 的 位 移 ， 疝 左 的 位 移 改 成 为 向 
下 的 位 移 的 话 ， 可 将 纵波 翻译 成 横 波 ， 这 样 容易 看 清 、 
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入 一 一 (Ni 过 的 全 区 ) 


图 5 10 正 是 如 此 ， 

固体 结晶 是 原 了 规则 的 局 期 性 推 询 结合 面 成 的 巨大 分 子 ( 原 
子 数 ~~10*，)。 这 样 的 原子 排列 方式 你 为 晶 格 点 阵 . 蝇 格 内 原子 运 
动 是 一 种 复合 振动 ， 可 用 本 童 的 方法 米 处 理 ， 在 此 所 表示 的 权 为 
量程 回 原 子 构 成 一 维 结晶 的 模型 ， 即 使 站 三 维 的 情况 ， 唱 格 振动 
仿生 波 的 形式 ， 我 们 介绍 一 维 的 情况 是 一 种 最 为 简单 的 例子 。 . 


35-7 连续 体 的 振动 


在 弹性 理论 和 流体 力学 中 ， 不 考虑 物质 的 原子 结构 ， 而 将 其 
作为 连续 体 处 理据 此 论述 各 式 各 样 的 运动 ， 其 中 的 弹性 波 一 一 
在 流体 户 传 二 的 震波 也 是 其 中 一 种 一 一 与 前 节 研 究 的 晶 格 振动 有 
密切 关系、 对 于 波长 与 原子 间距 相 比 大 得 多 的 波 来 说 ， 将 品格 看 
成 是 连续 体 是 很 好 的 近似 ， 

于 是 ， 让 我 们 来 考虑 前 节 链 上 ， 原 .间距 ! 无 限 小 的 极 限 . 
因 击 可 做 为 杆 的 纵 振 动 问题 看 待 。 其 中 ， 为 使 每 单位 长 度 的 质量 
( 线 密度 ) 


pp 一 ~ 1 


保 撞 一 定 ，m 世 应 与 成 比例 的 减 小 ， 因 此 , 拉 格 朗 日 函数 (5.29) 
改 中 成 ， 
| L=, 1 - kl ) | (5.35) 
这 料 的 话 ， 就 可 将 ma/1 政 写成 并且， 取 链 的 方向 为 x 轴 ， 即 可 
看 出 ， / 

limé; :1 —é; cd 

i™0 | Ox 
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第 /个 量 物 的 位 移 可 如 辣 
Ej;(t)—E(X,t) 
那样 ,转化 为 表示 在 平衡 状态 下 处 于 位 置 x 的 棒 某 截面 位 移 的 量 . 
应 当 注 意 x* 是 代替 j 而 出 现 的 量 、 换言之 ， 只 不 过 是 对 棒 各 点 的 记 
号 机 已， 并 非 广义 从 作为 广义 坐标 随时 间 而 变化 的 量 是 &, 代 
“ 某 个 重 物 的 位 移 ” 而 指定 “标的 某 处 的 位 移 ” 的 量 是 x. 如 果 
各 解 让 CD 来 训 全 四 
那么 ， 刀 如 何 表示 才 好 呢 ? 设 使 长 度 为 Le 的 棒 延 伸 x 所 必须 
的 力 为 F， 按 胡 克 定律 可 表示 为 

i 
上 二 6 一 


e 是 表示 棒 的 杨 色 模 斌 乘 上 截面 积 的 量 ， 宁 是 ， 将 棒 长 从 三 。 伸 长 
到 上 ,二 省 L， 所 需要 的 功 为 
AL 、 已 » eel, 小 LL 2 
re 


所 以 ， 可 以 看 出 ， 棒 的 每 单位 长 度 鱼 存 的 弹性 势能 ， 是 将 其 除 久 
Lo 所 得 的 


轩 x (伸缩 的 比率 》? 


关 将 它 与 壬 接 链 的 强攻 县 势能 相 比 较 的 话 ， 可 知 取 刀 =e 即 可 
根据 以 上 事实 (5. 35) 可 改写 成 


C= 1 oFt), (Fx),) 


于 是 ， 取 ! 一 0 的 场合 正确 的 写 出 来 的 话 ， 求 和 变 成 为 积分 (1 一 
dx), 出 成 为 下 式 ， 


HD 9 
这 里 所 出 现 的 
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_,_1f,/9é\? 0é€ \4. . 
(的 0 
是 可 以 看 为 每 单位 长 拉 格 朗 日 函数 的 景 , 称 为 拉 格 朗 日 密度 
根据 (5.35) 建 立 拉 格 朗 日 运动 方程 ， 得 ， 
m &, = (2 —€: €; 二 二 ) 


| 
右边 (… ) 内 可 认为 是 偏离 1 时 9&/9x 的 差 ， 故 可 知 有 


im (ts ts) 9 
0 7 ox ax dns 
因此 ， 运 动 方程 的 极限 是 ， 
2 2 
5 一 了 (5 .38) 


如 所 周知 ，(5.38) 为 一 维 波动 方程 ， 具 有 速度 为 
e 

:VE 
的 波形 式 的 解 。 最 一般 性 的 解 ， 应 表示 为 对 和 ?可 任意 微分 的 一 
阶 连 续 函 数 形式 ， 
é(x,t)=f(x— ct)+g(x+ct) (5.40) 
这 是 在 t= 二 0 时 ， 通 过 fx)，g (x) 表 示 出 来 的 函数 形式 ， 随 着 增 
加 ， 成 为 以 十 c 及 一 c 的 速度 沿 土 x 方向 运动 的 全 加 ， 特 别 在 正统 
波 情 况 下 成 为 | 

E(x,t)= Asin{k (x—ct)+a}+Bsin{k, (x+ct)+p} 
设 B==A，k, = 一 k= 二 上 k，ck=w% 时 成 为 
: é(x,t)=ALsin(kx— wt+a)+sin(kx+ owt+p8)) 
/ 一 24sin( kx 二 人)eos( ost+ 全 二 ) 


的 形式 ， 形 成 在 任何 方向 都 不 前 进 的 驻 波 . 
在 棱 的 两 端 x* 二 0， 工 。， 为 使 8==0， 应 取 a 十 p =0，kL。= 
nn(n=1, 2 3， …). 则 可 知 ， 
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<E。(xX， 1)=2Asin(T Tx)cos(o tpB,) (5.41) 
其 中 ， 
os = 万 (5.42) 
将 其 与 链 的 情况 下 (5.33)，(5.34) 由 比较 ， 可 以 看 出 ， 着 设 
X 一 儿 ， L.=-NI 
则 与 (5.33)，(5.41) 完 全 对 应 ， 将 (5.34) 的 正弦 防 数 在 小 角度 下 
展开 ， 取 第 一 项 近似 ， 


/knxn kl nx 
:二 sinoN 2 Vm2N = Va 2N 


的 话 ， 就 可 以 归结 为 5.42). 当 # 很 小 时 ， 人 允许 这 样 的 近似 ， 这 一 
点 从 图 5-10 中 可 以 看 到 ， 是 对 应 于 波长 长 的 情况 .在 链 的 场合 , 波 
的 速度 为 
Mon kl 2N . Hx 
2X m/l nn nx "oN 


如 果 n 小 的 话 : 
a RV 


在 n 大 的 致密 波 情况 下 ， 较 此 为 小 ， 由 于 波长 不 同 , 波 速 不 同 的 现 
象 一 一 光 通 过 棱镜 分 解 成 有 色光 谱 的 现象 亦 是 由 此 引起 的 一 一 称 
为 色散 . 

本 节 的 方法 ， 也 可 以 扩大 到 2 维 ，3 维 的 情况 ， 也 可 改写 成 险 
密 顿 形式 ， 或 以 变 分 原理 形式 表示 出 来 . 


本 是 


1， 在 天 花 航 上 用 弹 自 见 一 质量 为 四 的 重 物 1， 再 在 其 下 方 系 上 一 条 长 
度 和 强度 都 相同 的 弹簧 ， 吊 上 另 -- 个 质量 为 区 的 重 物 2， 试 分 析 这 一 体系 上 
直方 回 的 运动 . 


。 r37 。 


2， 把 (5.18b) 代 入 拉 格 裔 日 亢 数 人 .10， 证 明和 将 变形 为 独立 的 简 谐 
振子 的 拉 格 朗 日 函数 之 和 . : 
3， 和 研究 85-5 中 的 COs 分 子 轴线 方向 的 运动 ,证 明 它 有 两 个 简 正 振动 ， 
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名 


第 一 章 
问题 1 设 M 二 mi 二 + 人 ?hs 


x4=X—w Rsinbgeosd， xs 一 大 十 -二 对 一 Rsingcosg: 
ya=Y— i Rsinbsing, ys=Y + 了 7 “Rsinbsinb 


4 一 Z_ TI-Rcosb， xy 一 了 十 -Recost 


问题 ? ”因为 x=rcosg，y=sSin0， 所 以 : 


dx dx 。 
了 一 COSL， 98 一 一 rSinl 
dy . 9y_ 
ar™ ind, 38 一 rcoS8 
在 有 
一 ?0S0.-rosing yy 一 ?sinb0 十 rbcos6b 


3 一 cosg 0- —rsing 


9y . 
8 ~Sing, 33 一 rcos8 


问题 5 。 p+， 动量 的 矢 径 方向 分 量 . 


pe， 与 包 宫 天 径 和 &# 轴 -一 者 的 平面 冬 直 的 直线 方向 的 角 动量 
分 晤 . 


〔 习 题 ) 
1， 佑 用 赫 伦 公式 ， 三 从 形 PPiP: 的 面积 可 表示 为 
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A= ， WE 
奉令 其 等 于 Ly/2， 则 妃 来 

y= ,| MV (E12) ?Nn?) 
设 和 PP,P,=0 和 x 二 rc0s9 一 (1/3); 利用 余弦 定理 


r ?+1l?—2rslcos0 一 三 


计算 ”容易 导出 ， 
xz 一 一 全 。 
利用 它 能 得 和 到 : 
一 杂 一 上 二 
dx=— Tdt+ 了 
二 112 一 2 1- 人 一 
以 和 /有 -i de 十 一 1 ad 
由 此 可 知 ， 国 定 7， 仅 使 4 变化 4 时 ， dre y 分 量 为 
lI2—n2 
(dre) :=—, "1 dé, (dre)y= 证 E81 dé 


固定 &， 仅 使 7 变化 dn 时 ， 位 移 dr， 的 分 量 为 
dr sm r= TY /sl 
(rT 0 (or) /fhm 
这 样 .一 来 ， / 
drs-dr,=(dre)r(dri)z+ (dre)y(dr,)r=0 
故 可 知 这 两 个 位 移 正 交 . 因此 ， 这 个 曲线 坐标 (£= 恒 量 古 椭 加 群 ，7 一 慨 
是 是 双 曲 线 群 ) 为 让 交 曲线 坐标 . 
根据 上 面 的 式 子 ， 求 | dr: | 和 | drn| 时， 可 知 ， 
jdre|= > 二 4 (dr, |= FEEman 
它们 的 积 为 面积 元 ， 


dS = S77 dedn 
rE l2) (1?—n) 


2，(a) 令 拉 格 天 月 算 符 
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Lo (rtrd:) U0) 
利用 
二 3 ==0 … ?9 二 h( 全 最 ) 


能 导出 6=h/r:， 将 其 代入 另 一 个 方程 


d aL aL _ UC) 
下 + 
时 ， 
9UCr) 
miw ~ dr tm 
设 其 右边 为 
my 一 一 下 UCr) 二 号 D7Y | = 一 于 Usrr(r) 
时 ， 将 
Usss=U(r) + 全 


称 为 有 效 势 能 ， 第 二 项 是 表 观 力 “ 离 心力 ”的 “势能 ”， 
(b) 有效 势能 具有 极 小 值 时 ，r 在 其 附近 作 振动 ， 其 振幅 为 0 (一 0) 
时 为 转运 动 ， 在 r= re 处 达到 极 小 时 ，re 由 


Ur)= 
决定 ， 
(c) 代入 U(7)= 一 kr: 时 ， 


Us) lk?t 


因此 ， 由 
mh 
kr, = 7 
可 知 ，r6 满 足 rs 二 mh*/k， 但 利用 
六 一 70w 


马上 能 求 出 @=~Vk/m ， 所 以 ， 
! 41 ， 


- 
周 — ?U7 jm 
期 YY k 


C0 


3.《a) 旭 上 问 那 样 考虑 的 话 ， 贺 的 半径 满足 ， 


mh? 
3Rkrit EE - 4 
ro 
由 此 ， 
bo=mh=mrove=rev 3mKr, 
动能 


1 3 
Boe Kr3 


势能 为 Kr3， 所 以 
T+U= Kr: 


(b) 角速度 为 
ot /Kr 
To nt 
所 以 
周明 = =9; 4 
= | 3 站 7 
(c) 设 在 r=ro+ po 中 ，p 很 小 ， 在 r 方 向 的 打击 力 下 
入 
Jih 一 3kra 上 a 
通过 咯 去 的 高 次 项 ， 
mp= 3 20 mh? 3p 
p= ri 十 -+ (1 Fo 


=—3Kr?(, + $0 


9 7 0 
一 一 15Kropn 
因此 ， p(t) 满 足 ， 
及 一 154r" 
nm 


即 可 知 是 用 频率 v15Kro7m 的 简 谐 振动 


14d42. 


h 不 变 ， 所 以 代 


办 


| nt ， ， 1 
is 出 < 7 _ th 16| 2; ! 二 HY .i 
! 荔 V 1I5Kr, (人 ) - 1 a/ 5 ) 


一 全 Wa 
第 二 者 


问题 1! 在 弹 纂 振 了 的 运动 方程 ($1-5 例 是 1) 中， 将 弹簧 的 张力 
一 k(r 一 1) 换 为 浅 的 张力 一 3 时 有 : 
mi 二 —S+Nngocos0+mro 
me (rs 0)=—mgrsing 
这 里 进一步 设 r 一 ! 了 时 ，# 一 0， 所 以 得 到 : 
S=mgcos0-r ng? “3 (i) 
10=— gsind : (ii) 
在 第 二 个 式 子 上 有 弱 上 96， 利 用 d( 4 一 从 得 ， 
d /1,, . dO 
dt (, 102 )= —gsing yr 
所 以 两 边 允 上 积分 时 ， 可 后: 
192 一 一 gjsingdb= gcosb 十 常数 


设 g= 0 时 ， 蛋 物 的 速度 为 lo 时 ， 常 数 变 为 。，Los? 一 9， 故 有 
上 0 一 !Io2 一 29(1 一 CoS0) C111) 
洗 共 代入 (iD 号 有 有 : 
S=mlo?— 2mg+ 3mgcosg 
的 最 大 值 走 在 2 一 0 时 : 
Sm 一 HI0 十 TD2 , z 
@ 大 时 ,4o2>>49) iii) 经 党 为 正 ， 重 物 应 当 描 成 圆 而 回转 .loz<59 时 ， 在 
” 略 的 项 扣 (c0s9 王 一) 由 于 恋 到 S30， 所 以 在 中 途 的 cos0 一 029 一 Lo2)/38 
处 ， 线 将 变 得 完全 松 驰 ， 因 此 ， 在 loz 之 5g 时 ， 成 为 圆 振子 此外， 由 《ii) 
导出 (iii) 的 手续 是 求 能 量 积 分 的 常规 手段 ，(iii) 的 mi/2 售 无 非 就 是 能 量 社 
让 定律 四 
问题 2 设 薄 虞 与 文 点 0 一 加 运动 向 运动 治标 系 , 加 上 了 尾 性 力 . 即 设 : 
y 二 y' 十 L(t) (7 一 LSing) 
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由于; 
my= my'+ mF"(t) 
故 若 张力 为 S， 出 ， 
1y1 一 一 SSinb 一 各 Fit) (1) 
将 其 与 
m2=— Scos0+myg (11) 
联 立 求解 . 
在 9 小 时 ，2=0， 设 cos9= 二 1， 则 根据 (ii)，S5=mg， 将 其 代入 (i)， 近 
似 有 yy 一 10，sing 一 6 


问题 3 T= (t+r?orsin?a) 
U=mgrcosa 
所以 ， 
工 一 本 (fa2 十 raoasinaa) 一 mgrcosa 
运动 方程 由 
1 一 TO2Sinsw 一 TIICOSC 
给 出 .这 可 写 为 
95054 
t=oSinta(r — snaa). 
所 以 ， 令 
gcosa os 
P= sinsg ， p=owsina 
时 有 . 
p=pBp 


p(t)= Aes’ 十 再 ee- 

p(t)= (Aes: — Be-?:) 
即使 在 !f 一 0 处 (0)=0，(4=B) 若 P(0) 兰 0 的 话 , 由 于 4e” 的 项 , | p(t) | 也 
将 随 ! 而 刷 增 、 因 此 ， 由 (0)= 一 40) 一 0 得 的 解 7 一 gcosa/assinsc 是 不 入 
定 的 平 稀 ， 


问题 4 有 有 ->m(z? 二 9) 十 e 中 二 E， 册 于 磁场 不 作 功 ， 在 该 式 当中 不 
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出 弄 ， 此外， 在 这 种 场合 ， 《1.50) 式 个 成 立 . 
问题 5 D2 k(t2+9?) 一 7 k(t:tr:g:) 


万 以 : 


3D 9D 
Qr = a 一 大 他， Go 一 0 —kr?0 


因此 ， 设 L=T 一 U(r)， 站 
ob = 
dt (和子 )- 5335=0 


得 : 
了 (Cr20 ) 一 一 Rr2zf 
因 面积 速度 由 一 二 720 给 出 ， 故 该 式 为 


d R 
art= 。 h=h, et/ m)" 


问题 6 ”图 锥 的 底面 为 半径 i/2 的 光 ， 底 面 的 边缘 在 水 平面 上 描 出 的 是 
半径 [的 贺 ， 杀 此 ， 增 加 2x 时 ， 网 锥 绕 轴 转 两 周 ， 再 考 嵌 到 方向 ， 则 = 
一 2 二 一 2 人 0，09= 二 Xx/3 为 恒定 ，6==0， 所 以 ，(2.22) 成 为 


Oa PX 3cosp= 一 ^/ 3 costt 
ou 一 _20x 尽 -3 sing 一 一 VS sinQ! 


其 中 设 多 = 0 时 ，!=0， 速 度 出 


Va=oOxr 


给 出 所以， 将 上 点 的 > 


Xe COS@= sos 


1 只 } 看 
一 一 -Sinf 一 -一 Sin 
?一 ¢ t 


M31 
2 
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人 
V- 一 一 Qsing, Vi=S-lQcosb. V:=0 


大 小 为 3199/2， 水 平 ， 在 问 的 切线 方 自 (二 萝 中 即使 将 上 述 x，y，3 对 1 微分 
出 得 个 到 Ve，Vy，V: 的 埋 和 由， 同样 理由 ， 将 Ve，Vy，V: 微 分 也 得 不 到 加 
速度 )， 

习题 ] 

!、 设 十 根 刚 体 棒 对 铬 直方 向 的 倾角 为 和 bs。， 它 们 绕 弹 性 棒 的 转动 惯 
量 为 I，1。， 则 : 


IL= Mls l= , Mls | 
这 样 ， 动 能 为 ee 
= 了 (O103) = 2-(Ml?0?+ M1303) | 

此 外 ， 势 能 为 
UU= Mig, (1— costh, J)Mag (iecos0y) + (9， 0 


多 站 人 姓 ， 与 4 成 反 比例 ， 因 此 ， 拉 格 朗 月 国 
L = | CA L209%- Wi,l? 202) 一 和 [ML (1—c0s0,)+M,l,(1—cos0,)] 
Kk 
一 《人 一) 
设 和 机，0, 充 分 小 ， 史 夫 高 次 项 的 话 ,1 一 cos0se -0?， 所 以 可 取 ， 
= (M10?+ Mls03)— (ML.03-4 M1,02) 于 (9 一 四) 
由 此 ， 作 为 拉 格 月 日 方 各 ， 可 求 出 . 
MI =m 9MIO Kk 
3 1*1 1™ | 1*1 1 一 下 《太一 和 2) 
MMR 8 
3 2 2 2 2t20s— (0 4) 


这 是 -一 种 复合 探 贡 ， 革 求解 方法 可 参照 第 五 羡 . 
设 绕 汪 了 倍 策 的 经 动 悍 量 为 !， 则 


T 心 
让 
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I= Ma? 《AM 为 国信 路 量 9 


《Ca) 如 图 那样 定 角度 6 时 ， 设 下 衡 状 态 下 ， 与 最 低 点 A 相 接 的 点 为 了 ， 
运动 中 和 的 接点 为 Q， 


史 有 : 
~ 
PQ= AQ 


CP 的 加 转角 ， 


闹 简 网 动能 有 下心 的 动能 及 绕 重 心 回转 的 动能 之 和 给 出 ， 所 以 
T=-, NM(R 一 ad)26 十 -二 Ta 


_1 } {RR-aN? 
= M(R—a).:0:+ -Ma:( 2) 0 


= M(R—a)0: 


此 外 ， 对 重力 的 势能 
U0)=(R~-a)Mg(i—cosd) (U(0)=0) 
因此 ， 拉 格 戎 日 函数 为 


~ M(R-a)0:— Mg(R—a)(!—cos0) 


(b) SM(R—a):y= ~ Mg(R~a)sing 
pm _ 29 .. 
简化 得 : d= 3CR—a) Sin 
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(e) 设 sinb 一 9， 近 似 冰 
on /3CR 一 0) 
周期 一 2 209) 
3. 将 重 物 位 置 用 水 平 的 方向 为 x 轴 、 铝 直 方向 为 ? 轴 的 笛 卡 嘱 掌 标 囊 承 
时 有: 


x= 1sinbd, y=acos@t+ icosd 


所 以 . 
SumalOcosd, 3 一 一 aosinot 一 10sisfg 
因此 
T= sm(li6:+2alo0sinOsinot+ arorsins oe) 
此 外 
Us=mgy=mg(acoswt+lcose) 
所 以 
L=-—m(l10:+2alobsinGsinot+ arosinsot) 
—mg(coswt+lcose) 
由 此 作成 
人 (5) = 5 
整理 得 ， 
i§=(g— awicoswt)sing 
第 三 章 . 
[习题 ] : 
1. 拉 格 朗 日 廿 数 为 : 


L= lim:—mgx 

所 以 ， 给 定 x=C (一 t1)(t 一 ti) 时 ， 将 其 微分 ， 代 入 得 到 
=2Ct— C(t+t,) 

时 有 : 


L= Ct(4ts— ht)tt (ti):} mgC(t—t)(t—b) 


148.: 


将 其 积分 时 ， 
$= ( Ldt = (t,t) (C+gC) 


CC 必须 取 使 其 为 最 小 的 值 ， 
由 
ds 9 
dG™9 得 CG 
2。 代入 0(t) 一 Asinot 的 话 ， 得 ; 
2 /ae 27x mt(? 了 、，8 
s=| L(0, 0)dt= {A:(w3— 1) +iorA’) 
可 知 使 其 为 最 小 的 A 必 须 满足 : 
和 加 <。 的 04-4 +A 


因此 ， 设 A1 时 ， 可 求 出 : 
oj: 一 于 (1 一 全 ~) ， a= (1 人 4") 


因而 ， 振 幅 增加 时 ， 出 期 如 下 地 增加 : 


第 四 章 
问题 1 根据 拉 格 朗 日 函数 (2.19) 


aL , olL , oaL 
Pa== m+ eA,, br~ as— myteAr ,b= js miteAs 
归纳 起 来 写 为 失 量 形式 ， / 


P~mi:+teA 
ip 
问题 2 H= 2m?Pzt 2 MO x 
所 以 
dx _ 9H dx _1 1 
dt dp dt ms 9) 
dps aH dp, ; ; 


，1 4 


由 (站 得 Pz 二 mz， 代入 (DD) 而 好 出 当然 的 结果 . 
m= — mmo?x 
问题 5” 用 正则 方程 来 证 明 也 是 向 样 的 ， 但 不 必 那 样 做 ， 代 去 点 在 x 
方向 移动 速度 与 分 于 的 实际 妹 度 一致 ， 等 于 ps/m， 因 此 ， 微 小 区 域 随时 间 . 
变化 如 图 那样 ， 明 显 地 面积 不 变化 ， 对 于 边缘 处 ， 将 图 4-4 沿 x 轴 用 剪刀 前， 
开 ， 使 下 半 部 180 回转， 将 RO' 与 QO' 连 起 来 ， 使 P-*Q= 了 P-S 成 为 一 直 
线 即 本， p, 


问题 4 格 
dd ,、1 绽 
问题 5 P=tg ‘pi Q= (pi+q), HF =~0OQ 


问题 6 Q= P=—mowq, A= Prt mo 


1， 于 广义 动量 的 定义 租 拉 格 朗 日 方程 
o doL ol 1 0L 
太一 60:7 dt OF: og pi 


则 ， z 
dH = SE(qidps+ pidy 0 + dg) 
= (didpit+ pdgr— pidg— prdes) 
= (Gidp:— pidq:) 
此 蜀 由 于 忆 (gqi，…，94，Pi，…，ps:，1) 的 微小 淡化 数 六 汪 能 写 为 


Ws| oH 
dii = Op | tp dh: ) 


级 越过 妆 芋 起 比较 世 


150 ， 


i 


2。 哈密 顿 算 符 为 


1 2 
H= 3 (Pr 十 


所 以 ， 由 pe 一 0 得 po 二 Q( 常 数 ). 
此 外 ， 


能 量 守 人 己 定 秆 的 式 子 为 


G 


b Dp? |- 


i rr 


应 间 运动 (一 0) 时 有 1 二 1o 二 as/Cm 所 以 ， 
r 一 ro 十 -7 


能 够 略 去 4r 的 高 次 项 . 这样 有 : 
p+ = 


一 


二 


(7r 一 ro) 


E= ph 十 人 ce) Cr 一 ro 一 
ea 


X 一 7 一 7 


bopr 


五 一 Fi- 


mG? 
oa 


mG? 


CG) = 


淄 样 的 对 应 关系 .因此 ， 相 空间 中 的 7， 


QO 


ps 是 常数 (二 a)，po= 二 mr?9， 所 以 


ou 


Pp: 部 分 ， 


二 
mroe 


因此 ， 考 虚 相 空间 中 r，9，p: 的 三 维 的 部 分 时 ， 


研究 与 其 相近 的 运 动 时 ， 设 


ee 


如 图 那样 晨 楷 圈 ， 


可 以 看 出 成 为 螺 诈 状 的 
y 191 有 


汪 运 3 合 ， 
3. 如 54-6 所 处 理 的 那样 (图 4~6)， a 
全 久 。 不 宫 刘 维 定理 成 立 ， 原 来 的 xX 一 了 Ps 
角速度 恒定 ， 所 以 ， 不 言 自 明 ， 
将 其 在 纵横 方向 上 缩小 或 者 扩大 ， 世 以 面积 仍然 守恒 . 


4。 路 
5。 由 第 一 式 ， 
eor sinp “ d=eé-9sinp 
i P=e-9cosp 
时 比 时 ， 可 知 是 由 母 函 数 
se W=e-2cosp 
构成 的 正则 变换 . 


6. 将 x，?7，3 设 为 9，g2，dax， 将 r，08，d 看 作 Q， Q:，Qs 的 话 , 有 ， 
pi=ps, Pa= Pr, ps=ps 
P=p:, P=po, P= ps 
司 知 给 出 的 WW 变 为 W(p，Q@) 的 形式 ， 因 此 .应 用 (4.26) 即 可 ， 


aoaw ， 
X 一 一 也 7rSin bcos 由 


9W 天 贞 
=————=—?rSingsing 
Tap 


oaWwW 
一 一 二 -一 一 rC080 
% Ip 7 


/ p ow SinGcos$+ pysinOsingd+ pcosé 
"or fr 


< hb rcos0cosy 十 pyrcosgsing 一 bzrsing 
Po a0™P: 


1584。 


咏 


-Pg 


il 


pe -于 = ~ pzrrSindsing+t Py rsingcong 


7。 险 蜜 顿 函 数 为 
五 = 页 (bs 十 py + pz) 
所 以 与 人 44.41) 相 当 的 是 : 
dS\Y?: /9S\* ,ao  。 
3x) +(37) +(F) 一 2mB 
为 了 分 离 变 数 ， 令 5 为 
: S=X(x)+Y(y)+Z(%) 


(Si) +( 和 和) +() =2mE 


左边 的 各 项 必须 为 常数 ， 所 以 ， 


dxX_ dyY 
dx dy dg 


和 入 上 式 而 得 


因此 
S=ax+by+cs, W=ax++byt+czs— Et 
常数 似乎 有 a，b，c，E 四 个 ， 但 由 于 有 
2mb—=a:+b?:+c? 


的 关系 ， 任 何 一 个 均 可 用 其 它 三 个 表示 ， 独 立 的 只 有 三 个 ， 设 如 同 (4.43) 


那样 采用 已 ，b，c， 认 为 a==V2mE 一 b? 一 c? 时 ，(4.43) 为 
pz=a, py=b, p=e 


oa nt 
P= xt= a*—t 


p,= Da b 
?一 Sp x 十 y 一 一 -一 x 十 》 
C 
B= rt Xx 十 多 
令 ， 
d=HmVz, b=mvy, c=mvUs 
的 话 ， 《il ) 为 XX 二 Dzt 十 常数 


代入 后 ， (iii) 为 y 二 Vyt 十 常数 


0 
i 
ii) 


(iv) 
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(iv 为 sm05f 十 常数 
不 用 说 ， 上 为 
E= (vt oz 十 v2) 
8， 取 铅 直 向 上 为 z 轴 ， 喻 密 顿 淆 数 为 


= (bs + pits)+mgs 


所 以 决定 的 方程 为 
jes 
(3 ) 3y ) + (82) J+mgs=E 
为 分 离 变 数 令 ， | 
S=X(x)+Y(y)+Z(s) 

与 [7] 同 样 ， 

A di QZ 人 
得 到 ， E- (artbt)+e 
由 此 ， 


Amax, Y=by, Z=|Vam(e mos)de 


err 


所 以 Smaxt+byt+ | Vam(e mo) ds 
根据 (4.43) / 


EP EE kre 


pz=a, py=b, p= Im(c—mgs) 
将 c 硕 为 a,， 将 上 ，a， b 当 作 独 立 的 积分 常数 . 


这 样 有 : 
c=E— (at+b:) “~ 2mc=—=2mh—a*—b? 
所 以 得 : 
p= 冯 {= 一 一 一 mg 一 
B= -区 = 一 | in mgs)™ *+ oY (2m(c—m a 


a5 bdzs a 
ps= jp=y -| V2amCC mgs) YT mig 
将 其 改 为 普通 的 记号 ， 令 


M2m(c—mge) (iii) 


时 ， 
c=E—= m(vz tv?) 
成 为 z 方 问 的 能 量 ， 将 (1) 变 形 的 话 ， 容 易 得 : 


9 
训 汪 一 » 十 vot 十 0 


人 
; vo，%o 是 代替 Cc 与 B 出 现 的 常数 ， 此外， 将 0) 代 入 (让 和 (iii) 的 话 得 ， 
X 一 0 十 zl，Yy 一 0 十 2zt 
第 五 章 
问题 1 略 
问题 2 拉 格 良 吕 函数 为 
L=® (26+20,0,+03) — 9 ( 201+ 0:) 
所 以 
oml? ml? 2mgl 0 
(Ke)=( ”) CCD)=(， ml) - 
特征 方程 (将 全 体 除 上 ml ， 设 7 一 9] 为 
和 CD? 
- 
wt WI—Y 
由 此 
¥ 0 Y= (2 /2 )Y 


rE rr re 


V2 , ov 
问题 3 ”将 (5.18b)r 中 i 一 ) 的 结果 代入 (5.12) 时 得 ， 


, | NA 
条 和 G+ CA QD 
由 (5.14) 有 有， / 


105 。 


csh = Kol 4 
所 以 ， 将 其 代入 时 有 ， 
2 2 Kis A COE) + Q(t)]= 0 
此 


将 其 采 上 A 收取 时， 通过 将 (5.15) 和 (5.16) 归 纳 的 


和 ， 2 KisyA™) A 一 0 
i 了 
有 ， 
2 60cfbs(b+osiQs(b]m0 
而 


外 
以 区 十 oi QA(D=0 
问题 4 因 q 一 0，Qi=0，Q: 一 0， 所 以 ， 
根据 YY 一 0，MYy+m(Y: 十 7s)= 一 0 
得 : 
7,=Y:= 一 六 Ye( 0 和 C 是 相反 方向 位 移 ) 


[习题 ] 
1. 设 弹簧 的 常数 为 ， 重 物 离 平衡 点 的 位 移 为 Xi，xs。 


T= 一 m( 寻 十 3) 
Uk{x?+ (xx 一 xi)2》 
所 以 设 Mm xi=qi， Nm xs 一 9s，k/m 二 kK， 得 : 
L=-- (gr+92)— > r{qi+(q2—4q)’*} 


了 到 下 例 弹 换 的 伸 长 为 变数 时 ， 在 工 中 出 现 交叉 项 ， 这 样 不 能 有 spam@e 9， 
所 以 很 麻烦 ， 还 龙 避 开 为 好 、. 
拉 格 天 日 方程 为 
d= 二 —K(2d1—41), #2= —k(gs—q1) 
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玫 凡 


( 0. | 2K 一 K 
(Ke ) Co 。) 
产 以 特征 方程 为 
i WI—2Kk 


。 KK 
" -0， 所 以 ol; 一 到 3 一 \ 5 ) w= 了 (3 十 V 5) 


A 2 — KI 


对 其 规 络 化 的 A407，A2) 为 
w= (TE V5+l, 
MIOt2V/ 5’ VIi0+2V 5 ) 


/Ml 
和 "= (TF 2 5 -Yi 
简 正 坐标 为 


Q-= 一 -2_ -，。 YY5 二 1L _ 
:一 VITAS TTF 9 


一 一 一 一 一 =-{2 M5+l 
a ‘(2x 5 +1)x2) 
rr Vi 二 37 


一 -7 车 二 2 一 (5 —1)x:} 


2. (5.18) 式 为 41 一 2 Af， Qi， 因此 1 一生 A!*) 人 ， 所 以 用 


(5.15)，(5.16) 可 知 ， 
T= Kisgids = 和 2 Ks 1A.) A‘*) 0 Os 


= 二 过 6110104 = 2 0 
此 和 外， 对 口 可 引用 $5-4 的 (1) 得 . 
U= 村 2 Ciygig;=— 2 》, CisAL®) As™) Qi 


2 1。 F**k 


i Dp K'sws ACOACGDQiQ， 


2 jn $3 
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一 上 》 Orwoz QQ 一 
2 2k 


所 以 


L=T-U= 1 0 -0 ga = (! 0 — Lot Qi ) 
3， 设 对 于 L-O 键 伸缩 的 弹性 系数 为 4 时 
L=- (MX3+m( Xt+ 2)} — SCXi— Xo)+ (Xs Xo)!) 


= (MX3+ m( XI+X)) 一 (2XE+ XE+ Xs 一 2Xe( Xt Xa)) 


二 


_ /一 一 
va ft, EO 


1 4 2 1 。 8 
‘= (g++) 一 了 | Mt (qi 十 gq2) /aoi] 
所 以 ，q; 为 独立 的 谐振 子 ，gq, 和 qi 形成 关联 振 趟 .对 gs 的 拉 格 表 月 方程 
:一 一 全 aq ，。 及 以 oa 


关于 qd,，9g: 成 为 
24 9 
dM do 十/ Mma’ 
2 
qe in | 
特征 方程 为 4 
2 器 
2 .一 四 
M Nm 
了 2 i 
VR O° 1 | ¥ 
其 根 为 
oF =:= OQ . WW! 一 Ar 十 工 ) pi 
对 它们 求 A4(9，AD 时 ， 
= 0, A = /ip AL /| 2m 
Vo 0: | Man 
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人 


四 


2 AI = 2 271 (DD) | 


"YM mi VMi2m’ VMt2m 
因此 
MM om MX0+m(XX 十 入 
Qo= _. ML do 十 [2m qi 二 -- “0 , (| “1 2) 
M+2m VN M+2m ~ M+2m 


为 重心 TE 动 )。 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 - 


RM Mm 
< -- 2 成 ,一 (区 ;十 其 
NA 9 Ne, 1 一 了 一 人 人 本 1)} 


表示 如 图 的 (a) 那 样 的 伸缩 振动 (X;==X,= 一 (M/2m)X6). 
此 外 


Tr. 


q:= 3 CX —X) 


表示 中 央 的 C 不 动 ， 左 右 的 氧 原 子 反 向 等 距离 运动 ， 或 者 靠近 已 .或 者 远离 
C 的 伸缩 振动 . ol 盖 oO，. z 

以 上 的 计算 与 正文 的 55-5 综 合 起 来 时 ， 可 以 知道 ， CO, 分 子 具有 的 九 
个 自由 论 坡 重新 组 合 为 Xx，y，z 方向 的 平移 运动 ， 绕 垂直 于 分 子 轴 两 条 直 
线 ( 相 互生 站 ) 的 回转 ,两 种 伸缩 振动 . 简 并 的 两 个 变 角 振动 这 合计 九 个 自 由 


度 . 没 有 弹 分 子 负 的 回转 是 因为 CO, 为 直线 状 分 子 ,各 个 原子 当 作 质 感 来 对 


待 的 缘故 . wy, 


< < 
(a) 作坊 : 


<、 
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基本 物理 常数 
| 物理 量 | 符号 | | 和音 位 
光 速 | ec | 209792458 ms-! 
真空 介 电 常数 E， | 8.854187817 10-12F /m™! 
真空 导 磁 率 | i | 4xx10™" NA-? 
万 有 引力 常数 G |6.67259(85) 10-1mskg-1S-? 
基本 电荷 e | 1.6017733(49) 10-14C 
普 朗 克 常 数 h | 6.6260755(40) 10-34JS ) 
太 | 1.05457266(63) 10-34JS 
阿 伏 如 德 罗 常 数  ，N4 | 6.0221367(36) 103mol-it 
摩尔 体积 (理想 气体 ) V。| 22.41410(19) L/mo!l 一 
气体 常数 ( 一 摩尔 ) R |8.314510(70) Jmoi™K"! 
玻 尔 兹 蜡 常 数 RMAN4 k | 1.380658(12) 10-23JK-! 
| m: | 0.91093897(54) 10-36 区 8 
电子 静止 能 mec? | 0.51099906(15) MeV 
m» | 1.6726231(10) 10-37Kkg 
ma | 1.6749286(10) 10-27Kg 
da。 | 0.529177249(24) 10-10m 
-, eh/2m | Us |9.2740154(31) 10-2JT! 
he 9.2847701(31) 10-24JT-: 
Up | 1.41060761(47) 10"26JT-! 


EE re Le 


注 ; 帆 医 缀 中 的 数字 为 给 定 人 的 一 个 标准 差 的 不 确定 度 。 
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